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9. Zeige, dass das Lebesgue-Mak A\ auf R? fiir alle invertierbaren 2 x 2-Matrizen A und alle
B € B(R?)

AAB) = |det A| - \(B)

erfiillt.

Hinweis: Verwende Elementarmatrizen.

10. Vervollstindigung von Mafraumen. Sei (€2, %, 1) ein Mafraum.

(a)

Sei N die Menge aller Nullmengen von (9,3, ), also
N={ACQ:AC B fiir ein B € ¥ mit u(B) = 0}.

Wir setzen
Y={AUN:A€ X NeN}

Zeige, dass (€2, X) ein Messraum ist.

Sei fi: ¥ — [0, 00] fiir A € ¥ und N € N gegeben durch
BAUN) = u(A).

Zeige, dass i wohldefiniert ist und (2,3, ) ein Mafkraum ist.

Fiir d € N sei (RY, L(R9), \) = (R4, B(R4), \) die Vervollstindigung des Makraumes
bestehend aus den Borelmengen und dem Lebesgue-Mak. Man nennt Elemente aus
L(R?) Lebesgue-Mengen.

Zeige, dass |L(R)| = |P(R)|, d.h. die beiden Mengen haben die gleiche Méchtigkeit.

Wiederholung: Seien A und B zwei Mengen. Man sagt, dass A hdchstens gleich-
mdchtig wie B ist und schreibt |A| < |B|, falls es eine injektive Abbildung f: A — B
oder dquivalent eine surjektive Abbildung ¢g: B — A gibt. Man sagt, dass A und B
die gleiche Michtigkeit haben und schreibt |A| = |B|, falls es eine bijektive Abbildung
f: A— B gibt.

Man kann zeigen (Satz von Cantor-Bernstein-Schréder) und darf verwenden, dass
aus |A| < |B| und |B| < |A| bereits |A| = | B| folgt.

Hinweis: Verwende die Eigenschaften der Cantor-Menge aus der Vorlesung.

Bemerkung: Man kann zeigen, dass |B(R)| = |R|. Es gibt also in einem gewissen
Sinne viel mehr Lebesgue-Mengen als Borelmengen.

Ubungsblitter sowie aktuelle Informationen unter
https://www.uni-ulm.de/mawi/iaa/courses/ws14/massth1415.html




