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22. Sei (Q, %, 1) ein Mafraum und (Q, ¥) ein Messraum. Fiir eine messbare Funktion f: Q — Q
definieren wir

fel)(A) = pu(f7H(A)  (Aex).
(a) Zeige, dass (2, %, fi(u)) ein Makraum ist. Das Maf f,(u) heift das Bildmaf$ von

unter f.

(b) Zeige, dass eine messbare Funktion g: © — R genau dann in £1(Q, 3, f.(u)) liegt,
wenn go f € LY(Q, X, ). Zeige weiter, dass in diesem Fall

/di(f*(u)) =/ngfdu.

(¢c) Wir betrachten nun folgendes Beispiel: Sei (Q, %, 1) = ((0,1), B((0,1)), Aj(0,1)) und
(,X) = (R%, B(R?)) sowie f(t) = (cos(2nt),sin(2nt)). Zeige, dass g(z,y) = 22 +y? €
L1(R?% B(R?), f.(\)) und bestimme

/ gd(f(V):
R2

23. Zeige oder widerlege: Ist f € LY(R, B(R), \), so gibt es fiir jedes € > 0 ein R > 0 mit
|f(z)] < e fiir alle x| > R.

24. Stimmt folgende Version des Satzes von Lebesgue fiir Riemann-Integrale? Seien g, f,,: [0, 1] —
R Riemann-integrierbar mit |f,(z)| < |g(x)| fir alle = € [0, 1]. Ferner existiere f(z) :=
limy, 00 fn(z) fiir alle x € [0, 1]. Dann ist f: [0,1] — R Riemann-integrierbar mit

1

1
lim fn(:E)dl‘Z/O f(z)dx

n—o0 0

als Riemann-Integrale.
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