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Klausur Mafstheorie

100 Punkte entsprechen 100% in der Notenskala. Die letzte Aufgabe ist eine Bonusaufgabe und

hat einen hoheren Schwierigkeitsgrad. Bitte Riickseite beachten!

1. Zeige oder widerlege die folgenden Aussagen. Achte dabei auf vollstdndige Argumentationen.
Aussagen aus der Vorlesung und den Ubungen diirfen verwendet werden. Beachte, dass es
nur Punkte fiir die korrekte Argumentation und nicht fiir die Wahr-/ Falsch-Aussage gibt.

(a)
(b)
()

(d)

Jede differenzierbare Funktion f: R — R ist (Borel-)messbar.
Die Menge {x € R: e” < 7} ist eine Borelmenge.
Sei O C R™ offen und nicht-leer. Dann gilt A(O) > 0, wobei A das Lebesgue-Maf

bezeichnet.

Sei p ein translationsinvariantes Maf auf (Z,P(Z)), d.h. es gilt u(A +m) = p(A)
fiir alle A C Z und alle m € Z. Ist u({m}) < oo fir alle m € Z, so ist p ein skalares

Vielfaches des ZahlmaRes auf Z.
Es gilt
N
N
lim M d\(z) = .
N—oo _N 1 +x

Sei (2, %, 1) ein endlicher Mafraum und f: © — R messbar und beschriankt. Dann
ist fe LY, %, u).

Sei A das Lebesgue-Maft auf R und A eine beschrinkte Borelmenge. Dann folgt
fir (zp,)neny € R mit 41 >z, fiir alle n € N und x,, - x auch A\(AN[0,z,]) —
AANT0,z]).

Sei (M, d) ein metrischer Raum und A die kleinste o-Algebra, die von allen abge-
schlossenen Teilmengen von M erzeugt wird. Dann gilt A = B(M).

Sei (€2, %, ) ein Mafraum und p € [1,00). Dann ist die Menge C' := {f € LP(Q, %, p) :
f(z) > 0 fast tiberall} eine abgeschlossene Teilmenge von LP (€, 3, u).

Sei 2 ={1,2,3} und A= {{1},{1,2}}. Seien p und v zwei endliche Mafe auf P(2)
mit pu(A) = v(A) fir alle A € A. Dann ist pu(A) = v(A) fir alle A € P(Q).

2. In den Ubungen wurde gezeigt, dass es genau ein Borelma® y auf dem metrischen Raum
St = {e : € R} (mit der von R? induzierten Metrik) gibt derart, dass fiir Sy, 9, = {e' :
0 c (91,92)} (fiir 01 < 92) gilt:

M(S&,@z) = 92 — 91 fir alle 01 < 92 mit 92 — (91 S 2.

Fiir # € R und A C S" setzen wir e’ A :== {y € S' : y = €2 fiir ein z € A}.

(a)
(b)

Zeige, dass e A € B(S!) fiir alle § € R und A € B(Sh).
Zeige, dass pu(e? A) = p(A) fiir alle § € R und A € B(S!).

3. Sei F': R — R>p monoton wachsend und stetig. In der Vorlesung wurde gezeigt, dass es
ein eindeutiges Borelmafs Arp auf R gibt mit

Ar(la,b)) = F(b) — F(a) fiir alle —o0o <a <b < oo.



Sei nun F' zusétzlich stetig differenzierbar.
(a) Zeige, dass (12)
Ar(A) = / F'd\x  fiir alle A € B(R).
A
(b) Sei nun f: R — R (Borel-)messbar. Zeige ohne Resultate aus den Ubungsaufgaben (15)

zu verwenden, dass f € LY(R, B(R), \r) genau dann, wenn f - F’ € LY(R, B(R), \)
(X Lebesgue-Maf) und dass in diesem Fall

/Rfd)\F:/Rf-F’dA.

4. Sei f: R? — R (Borel-)messbar mit |f(x,y)| < 1 fast iiberall. Zeige, dass es eine Nullmenge  (+20)
N C R gibt so, dass fiir alle z ¢ N die Funktion f(z,-) in £%°(R) liegt, wobei wie in der
Vorlesung

LP(R) = {g: R — R (Borel-)messbar: |g(y)| < C fast tiberall fir ein C' > 0}.



