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8. Wir betrachten den reellen Prähilbertraum (6)

C([−1, 1]) := {f : [−1, 1] → R : f ist stetig}

versehen mit dem Skalarprodukt

(f | g) :=

∫
1

−1

f(t)g(t) dt.

(a) Zeige, dass die Menge aller Monome U := {uk(t) := tk : k ∈ N0} eine linear
unabhängige Teilmenge von C([−1, 1]) ist.

(b) Orthonormalisiere die Vektoren {u0, u1, u2} mit dem Gram-Schmidt’schen Ortho-
normalisierungsverfahren.

9. Es seien E und F reelle Prähilberträume. (6)

(a) Zeige, dass

(x | y) =
‖x+ y‖2 − ‖x− y‖2

4
(x, y ∈ E).

Dies nennt man die Polarisationsgleichung.

(b) Eine Abbildung U : E → F heißt isometrisch, falls ‖Ux‖ = ‖x‖ für alle x ∈ E. Zeige,
dass eine surjektive lineare Abbildung U : E → F genau dann unitär ist, wenn sie
isometrisch ist.

Bemerkung: In einem komplexen Prähilberträum E gilt die folgende Polarisationsgleichung:

(x | y) =
1

4
(‖x+ y‖2 − ‖x− y‖2 + i ‖x+ iy‖2 − i ‖x− iy‖2) (x, y ∈ E).

Die Aussage aus Aufgabenteil (b) bleibt auch im komplexen Fall richtig.

Die Übungsblätter sowie aktuelle Informationen sind unter folgender Adresse verfügbar:
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