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25. Berechne folgende Funktionen: (4)

(a) fxg, wobei f:=1,; und g := 1| g mit a,b,c,d € R, a < bund c < d.
(b) Ff(a-), wobei f € L'(R) und a > 0.

Loésung;:

(a) Wir kénnen ohne Beschrinkung der Allgemeinheit annehmen, dass b—a < d—c. Fir z € R
ist

(f*9)(z) = /R Liap(2 = y)Lje,g(y) dy
= / ]1[—b,—a] (y - -r)]l[c7d] (y) dy
R
= / ]l[x—b,az—a] (y)]l[c,d] (y) dy
R

= / ]l[xfb,zfa]ﬂ[c,d} (y) dy.
R
Durch Trennung der verschiedenen Félle erhédlt man

0 z<c+aoderx>b+d
b—a z>c+bundz <d+a

(f % g)(x) = (z € R).

r—a—c x>ct+aundz<c—+d
d+b—x x>a+dundzxz<b+d
(b) Es ist

(Ffa @) = [ espleia) o) dy = 3 [ expl=izy/a) ) dy = LFNE).

R
Eine Algebra ist ein Vektorraum A mit einer bilinearen Abbildung (innerem Produkt)
AX A=A (x,y) o x-y =y,

sodass (zy)z = x(yz) fir alle z,y,z € A. Falls xzy = yx fiir alle z,y € A, so heifit A

kommutativ. Eine Algebra A versehen mit einer Norm ||-|| heit normierte Algebra, falls
lzyll < ||lz|||ly|| fiir alle 2,y € A. Eine vollstindige normierte Algebra heifit Banachalgebra.
Eine Element e € A einer normierten Algebra A heifit Einheit, falls |je]] =1 und e = ze = ex

fiir alle z € A.

26. Entscheide, ob es sich bei folgenden Strukturen um eine Algebra, normierte Algebra oder (6)
Banachalgebra handelt und ob diese kommutativ ist und eine Einheit besitzt.
(a) A= L(H) mit der Komposition als innerem Produkt und der Operatornorm, wobei

H ein unendlich dimensionaler Hilbertraum ist.
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(b) A= L'(R) mit der Faltung als innerem Produkt.

Losung:
1. Wir wissen bereits, dass A ein Banachraum ist. Wegen

ITSzl| < TSzl < [ITIlISHllzll (x € H)

ist A eine Banachalgebra. Um zu sehen, dass A nicht kommutativ ist, wéhle u, v € H mit
|lul| = ||v|]| =1 und (u | v) = 0. Die beiden beschrénkten Operatoren Tz := ((z | u + v))u
und Sz := (x | v)u kommutieren nicht, denn

STv = S(||v)*u) = Su =0 #u = T(||v||*u) = TSv.
Der Identische Operator I ist eine Einheit von A.

2. Wir haben schon gesehen, dass A eine kommutative Banachalgebra ist. Es bleibt zu zeigen,
dass A keine Einheit besitzt. Dazu nehmen wir an, dass eine Einheit e € L'(IR) existiert
Wegen Fe = F(exe) = (Fe)? nimmt die Funktion Fe nur die Werte 0 und 1 an. Da
Fe € Co(R), folgt Fe = 0. Dann ist aber

Ff=F(fxe)=FfFe=0 (fecL'(R)),

was nicht sein kann (z.B. weil F einen von Null verschiedenen Fixpunkt besitzt).

27. Essei S der Schwartz-Raum. Zeige, dass S versehen mit der punktweisen Multiplikation (2)
(f-9)(x) == f(x)g(x) eine Algebra ist.

Losung: Es seien f,g € S. Es ist nur zu zeigen, dass das Produkt f - ¢ wieder in S enthalten
ist. Fiir k,n € INg ist offenbar

supla(/ )" < Z( )sup\x| FO @) ()] < oo.



