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Alle Punkte dieses Blattes sind Zusatzpunkte!

30. In dieser Aufgabe l6sen wir die Warmeleitungsgleichung auf R. Dazu betrachten wir den (9)
Funktionenraum W aller Funktionen f : [0,00) x R — R mit u(-,z) € C*[0, 00) fiir alle
x € R und u(t,-) € S fiir alle t > 0, wobei S den Schwartz-Raum bezeichne.

Es sei eine Funktion ug € S vorgegeben. Wir betrachten das Problem

Ut = Ugy

(WLG) {U(O’ 3

(a) Zeige, dass jede Funktion u € W, die das Problem (WLGQG) lést, der Bedingung
(Fu(t,-))(x) = exp(—z*t)(Fuo)(z) (t €[0,00), x € R)

genugt.
Hinweis: Betrachte die Funktion v(¢, z) := (Fu(t,-))(z) und bestimme ihre Ableitung nach ¢.
(b) Finde eine Funktion k € W mit (Fk(t,-))(z) = exp(—ta?) fiir alle t € [0,00) und
z € R.
Hinweis: Benutze die inverse Fouriertransformation und ihren Fixpunkt h(zx) = exp(—z2/2).

(c) Finde eine Funktion u : [0,00) x R — R mit u(-,x) € C1[0,00) fiir alle # € R und
u(t,-) € C*(R) fiir alle t > 0, die das Problem W 1&st.

Loésung:
(a) Es sei u € W eine Losung von (WLG). Setze v(t,x) := (Fu(t,-))(z) fir ¢t > 0 und z € R.
Dann ist
vi(t, ) = (Fug(t, ) () = —2?(Fu(t,-) = —2®v(t,x) (t>0, z € R).
Wegen

% <v(t,x) exp(mQt)) = v (t, z) exp(x?t) + v(t,z)z? exp(z?) =0 (t >0, z € R)

ist v(t,r) = c(x) exp(—a?t) fiir alle t > 0 und 2 € R mit einer von x abhiingingen Konstan-
ten c(x). Mit ¢t = 0 sehen wir, dass c¢(x) = v(0,z) = (F(u(0,-))(x) und die Behauptung ist
bewiesen.

(b) Es sei g(t,z) := exp(—x?t). Dann ist

Kt ) = (Flg(t, ) (x m / explizy) exp(—y*t) dy

exp(i:r:z/@) exp(—22/2) dz

B VAt
1
_ L V) = — exp(—a?/at
T /2 = = expl—a? 1)
die gesucht Funktion, wobei h(z) = exp(—22/2) ein Fixpunkt der Fouriertransformation

ist.
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(c) Nach den bisherigen Aufgabenteilen muss fiir jede Losung u € W von (WLG) gelten, dass
Fu(t, ) = Fk(t,-)Fup.

Also ist v2mu(t, x) := (k(t,-) * up)(x) ein vielversprechender Kandidat. Dies liefert

u(t,z) \/E / exp< ﬂ)w)(y) dy.
Wegen
i) == [ (= x;”?)‘“jt‘ Y o(y) dy
ist
na(t0) = exp( ;”2) ((l’;f - zlt)u()(y) dy = uy(t, v)

fir alle t > 0 und =z € R. Dariiber hinaus kann man zeigen, dass limou(t,z) = ug(x)
gleichméBig auf kompakten Teilmengen von R.

31. Fiir t € R betrachten wir den Linksshift L; : C(R) — C(R), gegeben durch (L:f)(x) :== (3)
f(z +t), auf dem Banachraum der stetigen Funktionen.

(a) Zeige, dass Ly € L(C(R)) fiir alle t € R und bestimme || L;||.
(b) Bestimme alle f € C(R), fiir die die Abbildung Ty : R — C(R), gegeben durch

Ty(t) := Ly f, stetig ist.
Losung:

(a) Fiir alle t € R ist

ILef|| = sup|f(z +1)| = sup|f(z)| = [If| (f€CR)).
rz€R zeR

Somit ist L; : C(R) — C(R) isometrisch, insbesondere also stetig mit ||L:|| = 1 fiir alle
teR.

(b) Zunichst sei f € C(R) derart, dass die Abbildung T} stetig ist. Die Stetigkeit in 0 besagt
gerade, dass es fiir alle € > 0 ein § > 0 gibt, sodass |t| < ¢ impliziert dass

If(x) = flz+t)|<e < |flx)—flz+1t)<eVreR.

Dies bedeutet, dass die Funktion f gleichméBig stetig ist.
Sei nun f € C(R) gleichmiBig stetig, tgp € R und € > 0. Dann gibt es ein § > 0 mit

lt—yl<dé = |[fl@)-fly)l<e

Fiir alle ¢t € R mit |t — tp| < 0 ist also

Lty f — Lef|| = Slelgf(x +to) — flxz+1)] <e,

d.h. T} ist stetig in £o.



