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3. Es sei (E, ‖·‖) ein normierter Vektorraum. Zeige, dass (E, ‖·‖) genau dann ein Banach- (6)

raum ist, wenn jede absolut konvergente Reihe in E konvergiert. Dabei heißt eine Reihe
∑

∞

k=1
xk in E absolut konvergent, falls

∑

∞

k=1
‖xk‖ < ∞.

Lösung: Sei E vollständig und (xk) ⊂ E eine Folge mit
∑

∞

k=1
‖xk‖ < ∞. Wähle ε > 0. Dann

existiert ein n0 ∈ N, sodass
∑

n

k=m+1
‖xk‖ < ε für alle n > m ≥ n0. Somit ist auch

∥

∥

∥

∥

∥

n
∑

k=1

xk −
m

∑

k=1

xk

∥

∥

∥

∥

∥

≤
n

∑

k=m+1

‖xk‖ < ε

für alle n > m ≥ n0. Also bildet die Folge der Partialsummen eine Cauchyfolge, die auf Grund
der Vollständigkeit in E konvergiert.
Wir nehmen nun an, dass jede absolut konvergente Reihe in E konvergiert und es sei (xk) ⊂ E

eine Cauchyfolge. Wir wählen zunächst eine Teilfolge (xkν
) von (xk) derart, dass

∥

∥xkν
− xkν+1

∥

∥ <
1

2ν
(ν ∈ N).

Dann konvergiert die Reihe
∑

∞

ν=1
(xkν

− xkν+1
) absolut und nach Voraussetzung auch in E. Sei

y :=

∞
∑

k=1

(xkν
− xkν+1

) = lim
N→∞

xk1
− xkN+1

ihr Grenzwert. Dann ist (xkν
) ebenfalls konvergent mit Grenzwert

lim
ν→∞

xkν
= lim

ν→∞
xkν

− xk1
+ xk1

= xk1
− y.

Durch ein 2ε-Argument sieht man, dass auch (xk) gegen xk1
− y konvergiert.

4. Es sei (E, (· | ·)) ein Prähilbertraum und F ⊂ E. Zeige, dass F⊥ ein abgeschlossener (3)

Teilraum von E ist.

Lösung: Es seien x, y ∈ F⊥ und α, β ∈ K. Dann ist

(αx + βy | z) = α(x | z) + β(y | z) = 0 (z ∈ F ).

Also ist F⊥ ein Teilraum von E. Um zu sehen dass F⊥ abgeschlossen ist, sei (xn) ⊂ F⊥ eine
konvergente Folge in F⊥ mit Grenzwert x ∈ E. Für z ∈ F erhalten wir mit der Cauchy-
Schwarz’schen Ungleichung, dass

|(x | z)| ≤ |(x − xn | z)| + |(xn | z)| ≤ ‖x − xn‖ ‖z‖ → 0 (n → ∞).

Also ist x ∈ F⊥, was zu zeigen war.
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5. Betrachte den Prähilbertraum (3)

C[0, 2π] := {f : [0, 2π] → C : f ist stetig}

mit dem Skalarprodukt

(f | g) :=

∫

2π

0

f(t)g(t) dt (f, g ∈ C[0, 2π]).

Für n ∈ Z sei en ∈ C[0, 2π] gegeben durch

en(t) :=
1√
2π

exp(int) (t ∈ [0, 2π]).

Zeige, dass die Familie {en : n ∈ Z} orthonormal ist.

Lösung: Man sieht sofort, dass

(en | en) =
1

2π

∫

2π

0

exp(it(n − n)) dt = 1 (n ∈ Z).

Für n, m ∈ Z mit n 6= m erhält man

(en | em) =
1

2π

∫

2π

0

exp(it(n − m)) dt =

[

exp(it(n − m)

2πi(n − m)

]2π

0

=
1 − 1

2πi(n − m)
= 0.
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