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6. Wir betrachten den Prahilbertraum
Cor :={f:R — C: fist 2r-periodisch und stetig}
mit dem Skalarprodukt

1

2m
(o) =5 [ rwgar (f9eCa)

und der Orthonormalbasis {e, : n € Z} mit e, (t) := exp(int).

Beweise die folgenden Aussagen.

(a) Ist f € Cor stetig differenzierbar, so besitzt f’ die Fourierreihe (2)
oo
> ik(f | er)ex-
k=—00
(b) Ist f € Car zweimal stetig differenzierbar, so existiert ein M > 0 mit (2)
(el < o

fiir alle k € Z mit k # 0.

(¢) Ist f € Cor zweimal stetig differenzierbar, so konvergiert ihre Fourierreihe gleichméfig (4)

gegen f, d.h.
k=n
Jim > (f [ er)en
k=—n
existiert bzgl. |||, und stimmt mit f {iberein.

Loésung:

(a) Essei f € Cy, stetig differenzierbar. Mit partieller Integration erhalten wir, dass

27
(F' | ex) = — [ exp(=ikt) a

2m
2 T
-1 <[f(t)exp(—ikt)] ik [ ) exp(—ik) dt)
2m t=0 0
L kt) dt — ik
= 2 [ ik @t = k(s | )

fiir alle k € Z.
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(b) Nach Teil (a) ist —k%(f | ex) = (f" | ex) fiir alle k € Z. Da f" stetig und 27-periodisch ist,
existiert ein M > 0 mit |f”(¢)| < M fiir alle ¢ € R. Somit ist

=42 )| = [ | ex)
1

o ), 1" (t) exp(—ikt) dt

1
<—2rM =M (keZ)
27

und also [(f | ex)] < 7 fur alle k£ # 0.

(c) Wir zeigen zunéchst, dass die Fourierreihe gleichméfig konvergiert, d.h. eine Cauchyfolge
bzgl. |||, ist. Es sei

n

Fo= Y (flener (neN).

k=—n

Fiir m,n € IN mit m > n erhalten wir, dass

—n—1
1Fm = Fulle = || D ( |ekek+2 f | ex)ex
k=—m k=n-+1 fo%e)
—n—1
< 3N Tew)enll + Z (f I er)erll
k=—m k=n+1
m
M
=2 Z )
k=n+1
2 o 1
< ﬁ—)O (n — 00)
k=n+1

Somit konvergiert die Fourierreihe gegen eine stetige Funktion g : R — C. Wir zeigen nun,
dass g = f.

Aus der Ungleichung

19(0) — g(2m) < |g(0) = Fn(0)[ + [Fn(0) — Fn(2m)| + |Fn(27) — g(2m)]
= 19(0) = Fu(0)[ + [Fn(27) — g(2m)|  (n € N)

sieht man sofort, dass g 2m-periodisch ist und wegen
1h[* = (h | h) < |hllZ, (b€ Cax)
konvergiert F,, insbesondere bzgl ||-|| gegen g. Aus
If =gl < f = Fall + [Fn —gll = 0 (n — o0)

erhalten wir nun, dass f = g.

7. Bestimme alle zweimal stetig differenzierbaren 2m-periodischen Funktionen f : R — C
mit [/ = —f.

Hinweis: Vergleiche die Fourierkoeffizienten von f”’ und —f.

(4)



Loésung: Wir betrachten wieder den Préhilbertraum Co, aus der vorherigen Aufgabe und es
sei f € Cyr zweimal stetig differenzierbar mit f” = —f. Aus der Eindeutigkeit der Fourierrei-
hendarstellung und aus der vorherigen Aufgabe folgt nun, dass

—k*(f ler) = (" | ex) = —(f | ex) (k€ Z)
Also ist (f | ex) = 0 fiir alle k € {—1,1} und somit f von der Form
f(t) = aexp(—it) + bexp(it) (t€R) (1)

fiir gewisse a,b € C. Andererseits ist jede Funktion der Form (1) eine Losung der Gleichung
f"” = —f. Somit haben wir alle 27-periodischen Losungen bestimmt.



