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15. Entscheide, ob folgende Aussagen wahr oder falsch sind (mit Beweis).

(a) coo ist ein dichter Teilraum von 2. (2)
(b) coo versehen mit der Supremumsnorm ||(z,,)|| := sup{|z,| : n € N} ist ein Banach- (2)
raum.
Losung:

(a) Die Aussage ist wahr. Sei = (,,) € I2 und ¢ > 0. Dann existiert ein N € IN mit

[e.9]

Z lzn]? < e.

n=N-+1

Betrachte die Folge y = (y,) mit y, = x, fir n < N und y, = 0 fiir n > N. Dann ist
Y € cop und

[e.e]
lz—yla= Y |l <e.

n=N+1

(b) Die Aussage ist falsch. Da ¢gg offenbar ein Teilraum von ¢y ist, ist coo genau dann vollstéindig,
wenn cgg abgeschlossen in ¢y ist. Um zu sehen, dass dies nicht der Fall ist, konstruieren wir
eine in ¢g konvergente Folge, deren Grenzwert nicht in cgg liegt.

Fiir n € IN sei (™ € ¢y gegeben durch ac,(cn) = % fir £ <n und x;n) =0 fiir £ > n. Dann

konvergiert z(") gegen z = (%) ke, denn fiir ¢ > 0 ist
|l — 2™ = — <«
fir alle n > % Offenbar ist x ¢ cqp.

16. Es sei E ein normierter Vektorraum und M C E. Mit co M bezeichnen wir die konvexe
Hiille von M, d.h. co M ist der Durchschnitt aller konvexen Obermengen von M. Fener

s€1
n n
c::{Zijj P A 20, Nj=1, 2, €M, nE]N}.
j=1

j=1

Beweise folgende Aussagen.

(a) coM ist konvex. (1)
(b) C CcoM. (2)
(c) coM=C. (2)
(d) Ist M eine endliche Menge, so ist co M kompakt. (2)
(e) Der Abschluss einer konvexen Menge ist konvex. (1)
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Losung:

(a)

Es seien x,y € coM, d.h. jede konvexe Obermenge von M enthélt x und y. Fiir jedes
0 < X <1 ist dann auch Az + (1 — A)y in jeder konvexen Obermenge von M enthalten und
somit

A+ (1=NyecoM (0<A<1).

Es sei D eine konvexe Obermenge von M. Fiir miissen zeigen, dass fiir jedes n € IN und
alle 0 < Ap,.. Ay < 1mit 357 Aj = 1 und 21,...,2, € M gilt, dass Y37, \jz; € D.
Fiir n = 1 ist nichts zu zeigen. Die Aussage gelte nun fiir ein n € IN. Es seien 0 < \; <1
mit Z"H)\ 1 sowie x1,...,xn41 € M. Falls A\p41 € {0, 1}, so ist nichts zu zeigen.
1_?’ - fiir j € {1,...,n}. Dann ist 0 < p; < 1und 377, p; = 1. Nach
Induktionsvoraussetzung ist also 2?21 pjxr; € D. Da D konvex ist, erhalten wir

Sonst setzte p; =

n+1
Z)\ xj = AMpp1Tng1 + (1 — A Zujxj eD.
j=1 j=1

Nach Aufgabenteil (b) ist nur zu zeigen, dass C' konvex ist. Seien dazu z,y € C und
0 <A <1 Esgibt also 0 < A, Apym < 1mit 377 Aj = 1 und Zﬁ’;g = 1 sowie
Ty, Tnem € M, sodass

n+m

x—Z)\m] und y = Z Ajxj.

j=n+1

Also ist

n+m

Ao+ (1= Ny =Y p;
j=1

mit pj = A\ fir 1 <j <nund p; = (1-X)\; fuirn+1 < j <n+m.Da0 < p; <1 fiir alle
1<j<n+mund Z?’le pj =1, folgt aus der Definition von C, dass Az + (1 — ANy € C.

Sei M = {x1,...,xzy} und (y,) C coM. Wir zeigen, dass diese Folge eine konvergente
Teilfolge besitzt, deren Grenzwert wieder in co M liegt. Nach Teil (c) gibt es Koeffizien-

ten 0 < )\gn)"”’)\(n) < 1 mit Z A" = 1 und yn = SN )\(")xj fiir alle n € IN.

=1 J =177
") = ()\gn)’ e ,)\gv)) ist also eine Folge in dem kompakten Raum [0, 1]V. Wir wiihlen eine
konvergente Teilfolge mit Grenzwert A = (Aq, ..., Ay), die wir wieder mit (A()) bezeichnen.

Es gilt also Agm — Aj fiir n — oo und jedes j € {1,..., N}. Dann ist Z;VZI Aj =1 und

N

N
Z/\yl)xj — Z)\jxj ecoM

j=1 j=1
wegen Stetigkeit der Summe.

Es sei D C E eine konvexe Menge, oBdA D # (), z,y € D und 0 < A < 1. Wihle Folgen
(1), (yn) C D mit lim z, = x und limy,, = y. Wegen

A+ (1—=Nz+ A, (1-NzeD (z€D)
ist Az + (1 — X)z € D fiir alle z € D. Also ist auch

A+ (1 — Ay =limAz+ (1 — Ay, € D.



