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Einleitung



Bedingte Erwartung | 22.06.12

Der bedingte Erwartungswert

X€L'(Q,F,P)isteine Zufallsvariable , BS F E| X|<w

1.Y B—messbar
2. YP(dw)=] XP(d w)V A€B
A A

EinY welches 1. und 2. erflllt heil3 bedingte Erwartung:
Y:=E(X|B)

Ist Y definiert auf L1?
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Beweis der Existenz

Aufsplitten von X:

v(A):=fXP(doo) oder fX+P(dm)—f X P(dw)

A

Mit P(A)=0 = v(A4)=0 = v(A4)absolut stetig.
Mit Radon Nikodym folgt die Existenz einer Dichte f :

V(A)=£fdu
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Beweis der Eindeutigkeit

Sei A={Y >Y,}

| v, ~v,Pldo)=[Y,Pldo)-[Y,P(dw)

y Y

=[x P(dw)-| X P(do)
4 y

=0

AlsoY =Y, f.s.
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Allgemeines Beispiel

B=0(A4,,..,A,), A,,..,A €F und Q=VUA, i=1,...,n A,disjunkt

:>E(X|B)=i E(X1,)/P(4,)1,

Wie kommt man auf diese Darstellung?
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Darstellung

(Q, F) Messraum
IR ist ein Banach— Raum
Q=U4d, i=1..n

X messbar
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Bestimmen von k

N

[ E(x|B)P ! ki1, P(do)=Fk,P(4))

i
A i=1

=fXP E(XI,)

= k,=E(X1,)/P(4))
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Grafi
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Beispiel

0=1{1,2,3,4,5,6}
X = Augenzahl beim Wiirfeln
A= Augenzahl ist gerade

E({2,46})=2/3+4/3+6/3=4=E(X|A)
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Eigenschaften
X, X,eL'(Q,F,P) acR:

E(aX,+X,|B)=aE(X,|B)+E(X,|B)

Beweisidee

faX +X,P(dw)= —faY +Y,P(do)
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Eigenschaften

X, X el'(Q,F,P) X,>20 X -X
E(X,|B)>E(X|B)

Beweisidee
DefiniereY :=X—X, mit X, —»XinL'

= [lim E(Y,|B)P(dw)=| lim ¥, P(d »)=0

A N—=* f n—o®

=[1lim X - X,P(dw)=| lim [E(X|B)—E(X,|B)]P(d o)

A n — oo A n— o0

>E(X|B)-lim E(X ,|B)=

n— oo
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Eigenschaften

X, X,eL'(Q,F,P) X B—messhar
E<X1X2|B):X1E(X2|B)

Beweisidee

Fallunterscheidung
1) X,=I. CEB
2) X isteinfach
3) X, X,>0
4) X,=X,—X, und X,=X,-X,
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Fullunterscheidung 1
X, =1

fXXPdm | x,P(dw)= [ E(X,|B)P(dw)

ANC ANC

Fullunterscheidung 3
X,,X,=0 =>X >0 X, - X

E(X,X,|B)=E(lim X, X,|B)=lim X, E(X,|B)

n— o0 n— oo
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Bedingte Erwartung als orthogonale Projektion
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Projektionssatz

F S L’ abgeschlossen=>Y X €L’3, Y EF
SX-Y 1D deF

Beweis der Existenz

Definiere d :=inf | X —®|.

F abgeschlossen => A®, lim | X —®, | .=

n — o0

Y:=lm P,

n— oo

Existiert der Grenzwert?
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Existenz des Grenzwertes

2X =D, — D[ +| D, —P,[.=2| X —D,[.+2| X —D,|".

lx+yIF+lx—pIP=2(llx[I*+] »I])

=4d’+ lim sup|®,—P,|<4d’

k,l—> o

Eindeutigkeit
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Aquivalenz
S X—-Y 1D beF

Beweisidee

X =Y [=d<|X—(Y—tD)[

S| X—Y .| XY [ 4| P[.+2t<X—Y, D>
o0=<X-Y, 0>

= L’=F+F" (direkte Summe)
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Weiterer Einstieg in die bedingte Erwartung

Die orthogonale Projektion
0:L*(Q,2,P)-L*(Q,F,P)

wird al's bedingte Erwartung bzgl. F bezeichnet
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Eigenschaften

f<g=0f<0g
Beweisidee

0<g—f=0=<Q(g—f)=0(g)-0(f)

Gilt f>0=0f>0?

f=1ile= L = AP Pde)+ | 1 f=f i Pldo)=l f= ]

f1>0 f,<0

= f,=0
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Eigenschaften

Ql(Q2f):Qf O, bzgl. B,,0Q,bzgl. B, B,<B,

Beweisidee

Ql(Q2f):<Q1<Q2f)’g>:<f’Q2<ng)>:<f’ng>
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Bezug zu L’
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Ausblick

Bedingte Varianz:
Var(X|Y):=E(X—E(X|Y))]|Y)
und
Var(X|B):=E(X’|B)—E(X|BY

Bedingte Wahrscheinlichkeit:

P(A|B):=E(I,|B) AEF
und
P(A|Y):=E(I,|Y) AEF
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