DAS BANACH TARSKI PARADOXON

MARCEL KREUTER

1. DAS MASS- UND DAS INHALTSPROBLEM

In seiner Doktorarbeit stellte Henri Léon Lebesgue 1902 die Frage, ob es eine
Funktion 4 : P (R%) — [0, 0c] gibt, die folgenden Eigenschaften geniigt

(i) fir alle (An), oy C P (RY) gilt

p(l An) = p(A,) falls A; N A; =0 (i # j) (o-Additivitiit)

neN neN
(#4) fiir alle A, B C RY mit A = B gilt u(A) = u(B) (Bewegungsinvarianz)
(#3) p([0,1]%) =1 (Normiertheit)

Zwei Mengen A, B C R? heifilen dabei kongruent (A = B), wenn es eine Bewe-
gung ¢ : R? — R? gibt mit ¢ (A) = B.

Giuseppe Vitali bewies bereits 1905, dass das Problem keine Losung besitzt. Fiir
einen Beweis dieser Tatsache siehe z.B. [Bea04, S.142f]. Fraglich war, ob das Problem
durch abgeschéchte Forderungen l6sbar wird. Verzichtet man bei einem Mafl auf die
o-Additivitdt und fordert stattdessen nur endliche Additivitét, erhilt man den Be-
griff des Inhalts. Analog zum Mafiproblem ist also eine Funktion m : P (Rd) — [0, 0]
(d € N) gesucht, die folgende Eigenschaften hat:

(4) fiir alle A, B ¢ RY mit AN B =0 gilt:

m(AU B) = m(A) + m(B) (endliche Additivitét)
(i) fiir alle A, B C R? mit A = B gilt:

m(A) = m(B) (Bewegungsinvarianz)
(#33) m([0,1]%) =1 (Normiertheit)

1924 bewiesen Stefan Banach und Alfred Tarski den folgenden Satz, aus dem sofort
die Unlosbarkeit des Inhaltsproblems in R? fiir d > 3 folgt.

Satz (Banach und Tarski). Seid > 3 und A, D C R? seien beschrinkte Mengen mit
nichtleerem Inneren. Dann gibt es paarweise disjunkte Mengen Ay, ..., A, C R% und
paarweise disjunkte Mengen D1, ..., D, C R? so, dass A =J;_, Ai, D =, D;

Sind nun A := {z € R? : ||z|| < 1} die Einheitskugel und D := B U C mit den
Einheitskugeln B := A 4 b mit Mittelpunkt b := (O,O,B)T bzw. C := A + ¢ mit
Mittelpunkt ¢ := (0,0, 73)T, so ergibt sich ein Spezialfall, der oft als Paradoxon
von Banach und Tarski bezeichnet wird. Das Wort ,,Paradoxon® soll hierbei nicht
andeuten, dass der Satz widerspriichlich ist. Er widerspricht lediglich unserer Intui-
tion und ist auch in unserer physikalischen Welt unméglich, denn er besagt, dass
man eine Kugel in sechs Teilmengen aufteilen kann, diese Teilmengen dreht und ver-
schiebt und schliellich zwei Kugeln erhilt, die beide so grofl wie die urspriingliche
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Kugel sind. Das Volumen hétte sich verdoppelt, was nur den Schluss zuldsst, dass
die betrachteten Mengen keinen sinnvollen Inhalt haben kénnen.

Satz 1.1 (Banach Tarski Paradoxon). FEs existieren paarweise disjunkte Mengen
AL, ... A, B, By, B, CL, CL Choso, dass

6
A=|JA}, B=BjUByUB}, C=ClUC,UCY
=1

Wir werden nun diesen Spezialfall beweisen und uns dabei an [Bea04] orientieren.

2. FREIE GRUPPEN

Fiir den Beweis des Banach Tarski Paradoxons miissen wir uns néher mit den
Bewegungen im R? beschiftigen. Eine Teilmenge dieser Bewegungen ist die Menge
aller Drehungen im R3. Diese Drehungen tragen eine Gruppenstruktur, weshalb wir
zunéchst einen Blick auf allgemeine Gruppen werfen.

Sei (H,-) eine Gruppe und o,7 € H. Die von o und 7 erzeugte Untergruppe
G := {0, 1) besteht aus dem Einselement von H sowie allen Ausdriicken der Form

(2.1) p=chrhigizcke | gingkn (n € N, j; k; € Z)

wobei der Eindeutigkeit wegen gelte: j; # 0 falls ¢ # 1, k; # 0 falls i« # n und
k1 # 0 oder j; # 0 falls n = 1.

Wir nennen die Gruppe G frei oder frei erzeugt, falls fiir alle p € G\{1y} die Ko-
effizienten j; und k; eindeutig bestimmt sind. Das ist dquivalent dazu, dass 1 := 1g
keine Darstellung der Form (2.1) hat, denn gibt es zwei verschiedene Darstellungen
w1 und po von p € H, soist 1 = pypy ! nach eventuellem Kiirzen der Exponenten
eine Darstellung des Einselements der Form (2.1). Gibt es andererseits eine solche
Darstellung von 1, so sind 4 = 1u nach eventuellem Kiirzen der Exponenten zwei
verschiedene Darstellungen des Elements p € G\{1}.

FEin erstes Lemma, das fiir den Beweis des Banach Tarski Paradoxons noétig ist,
liefert disjunkte, echte Teilmengen einer freien Gruppe G, aus denen sich die Gruppe
durch Multiplikation mit lediglich einzelnen weiteren Elementen zweimal erzeugen
lasst.

Lemma 2.1. Sei G eine von o und 7 frei erzeugte Untergruppe von (H,-). Dann
gibt es paarweise disjunkte Mengen Hy, Hy, Hs, Hy C G, deren Vereinigung eine
echte Teilmenge von G\ {1} ist so, dass gilt:
G=0cH{UTH, und cHiNTHy =0
G=0ct'H;ur'H, und o YHsnr 'Hy =10

Beweis. Sei W (07') die Menge der Elemente von G, deren Darstellung in (2.1)
mit o~! beginnt, d.h. j; < 1, in W () seien die Elemente, die mit 7 beginnen, d.h.
j1 =0, k1 > 1 usw. Mit diesen Bezeichnungen lisst sich G als disjunkte Vereinigung
der fiinf Mengen {1}, W (o), W (¢1), W (7) und W (77!) schreiben.

Seien nun
H1 =
H3 =

(0'_1) ; HQ =
(o), Hy =



DAS BANACH TARSKI PARADOXON 3

Diese vier Mengen sind offensichtlich paarweise disjunkt und ihre Vereinigung
enthélt z.B. weder 1 noch 7™ (n € Z). Betrachtet man nun h € {1} UW (c7') U
W (r)UW (771), so gilt c~'h € H;. Umgekehrt gilt ch € {1}UW (o~ ) UW (1)U
w (T_l) falls h € H;.

Somit folgt cH; = {1} UW (a‘l) UWwW (r)uw (T_l). Es ist klar, dass THy =
W (o). Analog sieht man, dass G = o *Hy U T 1 Hy. O

3. Die GruUPPE SO(3)

Die Erkenntnisse aus Abschnitt 2 kénnen wir nun auf die Gruppe der Drehun-
gen im R3 {ibertragen. Diese Gruppe entspricht der Menge SO (3) der orthogonalen
3 x 3-Matrizen mit Determinante 1. Ziel dieses Abschnittes ist es, zu zeigen, dass
SO (3) eine freie Untergruppe G enthilt, auf die man dann Lemma 2.1 anwenden
kann.

Durch Basiswechsel kann man Matrizen aus SO (2) stets auf die Form
__ [cosf —sind
1o = \sing coso
bringen. Mit Hilfe der Additionstheoreme cos 6 cosf; — sin 6, sinfy; = cos @ + 6o
und cos 6; sin @ + sin 6y cos @ = sinf; + 6 folgt sofort, dass g, pe, = e, +e, und

insbesondere pff = pne (n € Z). Diese Ergebnisse iibertragen sich auch sofort auf
Matrizen aus SO(3) mit gleicher Drehachse.

Die eulersche Identitit liefert cosnd = Ree™® und sinnd = Ime™?. Seien
« = cosf und § :=sinf, dann folgt aus dem binomische Lehrsatz

_ - n n—k ;k gk _ n n—k :k nk
coan—kz::ORe(k>a i B = Z (k)a i B

kgerade

_ n n—2k [ 1\k g2k
=5 () vt
k
und analog sinnf = 37, (5, ;) an— CRHD (_1)F g2E+1 (p € N).

Seien nun o = % und 8 = %\/i Wegen o +3? = 1 gibt es einen Winkel 6 € [0, 27]
mit cosf = o und sinf = § und damit gilt in der obigen Darstellung

_a-n n k : _2V2 n k
cosnf =3 zk: <2k) (—8) und sinnf = 3" Zk: <2k 4 1) (—8)

Diese Summen wollen wir genauer untersuchen. Der Binomische Lehrsatz liefert
uns 2" +0=(1+1)"+ (1 -1 =3, (D + D} =3, gerade 2(3) und so-
mit gilt >, (51) = Dk (%7:_1) = 2771, Zusitzlich gilt —8 = 1 mod 3, also auch
(—8)F = 1mod 3. Setzen wir diese Uberlegungen in die obigen Darstellungen fiir
Kosinus und Sinus ein, erhalten wir cosnf = 52 und sinnf = 571% (n € Z\{0})

3
wobei «,, und 3, ganze, nicht durch 3 teilbare Zahlen sind.

Mit diesen Uberlegungen kénnen wir nun zeigen:

Lemma 3.1. Es gibt 0,7 € SO (3) so, dass G := {0, T) eine freie Untergruppe ist.

a -8 0 10 0
Beweis. Seieno:= |8 o Ol ud7:=[0 a —F] € SO(3) mit a und S
0 0 1 0 8 a

so wie oben gewiihlt. Es reicht zu zeigen, dass p € G in der Form (2.1) nicht das
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Einselement ist und dazu geniigt es, einen Vektor zu finden, der von p nicht auf
sich selbst abgeworfen wird. Fiir = := (0,0, 1)T gilt

a n
pr=3"" | byv/2 | mit a,b,c € Z wobei N := > |jm| + [km|

C m=1

Weiter gilt 3 | ¢ falls j; # 0 und 3 | a falls j; =0, k; # 0.

Fir N = 1 gilt entweder j; = £1 oder k; = +1 und alle anderen Koeffizi-
enten sind jeweils 0. Im ersten Fall ist 0%z = %(0,0,3)T7 im zweiten Fall gilt

Hly = 1(0,72v?2, I)T. Fiir N > 1 folgt die Behauptung per Induktion, wobei die
Fille j; # 0 und j; = 0, k1 # 0 unterschieden werden.

Im ersten Fall ist pz = o (o Flp)z = Uilgz\%l (a, b2, C)T
= kv (a F4b, (b + 2a)V2, BC)T wobei 3 | 3c. Der zweite Fall liefert yz = 751 (77 p)x
=7 o (a,bV2, C)T = 3k (3a, b F 20)V2,c + 4b)T und 3 | 3a.

Fiir k, # 0 gilt nun 3 1 b, insbesondere ist der mittlere Eintrag also nicht 0.
Fiir n = 1 ist p = 7% (k; € Z\{0}) und mit den Voriiberlegungen gilt %12 =
ﬁ (07$ﬁk12\@, akl)T wobei 3 1 Bg,. Sei nun n > 1, dann folgt die Behaup-
tung wieder per Induktion, wobei die Fille j; = 0 und j; # 0 unterschieden wer-
den miissen. Im ersten Fall gilt pzr = 7FM (7 Fp)z = Tklﬁ (a,b\@, c)T =

3 (3M%1la, (cury b F 208, )V2, cay, i4bﬁ;€1)T, wobei 3 t b, ax, und 3 | ¢, da jo # 0.
Somit ist ag, b F 2¢fk, nicht durch 3 teilbar.

Im zweiten Fall folgt analog pz = 3k (acy, F 4b8;,, (boy, + 2ap;,)V2, 3|j1|c)T wo-
bei 31b,a;, und 3| a, da ki # 0. Somit ist beyj, & 4aB;, nicht durch 3 teilbar.

Sei nun k, = 0 und n # 1. Angenommen g = 1, dann folgt o/~ uo=Irzx = x, was
einen Widerspruch liefert, denn o7~ uo—9» ist von der oben betrachteten Form. Falls
n =1, so ist g = ¢t und nach den Voriiberlegungen wird z.B. der Vektor (1,0, O)T
nicht auf sich selbst abgeworfen. |

4. DIE BAHNEN DER GRUPPENWIRKUNG

Im folgenden sei G stets die von o und 7 frei erzeugte Untergruppe von SO(3).
Wegen der Orthogonalitét aller Matrizen in G, Esz = x und p(vx) = (uv)z
(x € A, u,v € G) wirkt diese Untergruppe auf die Einheitskugel A durch Linksmul-
tiplikation. Die Bahnen der Gruppenwirkung sind definiert als Gx := {9z : g € G}
(x € A). Jede Bahn ungleich {0} ist unendlich, denn sei Gz eine endliche Bahn
mit & # 0, dann ist auch {o"x : n € Z} endlich und somit existiert ein n € N mit
o¥z = z fiir alle Vielfachen k von n. Analog gibt es auch ein m mit 7%z = z fiir alle
Vielfachen k von m. Damit gibt es ein k mit 0¥z = 7%z = 2. Da o* # 1 und 7% # 1
liegt x also auf der Drehachse von ¢ und 7. Die Definition von ¢ und 7 liefert z = 0
im Widerspruch zur Voraussetzung. Zusétzlich ist n in (2.1) stets eine endliche Zahl
und damit ist die Gruppe G abzdhlbar. Somit ist jede Bahn aufier {0} abzdhlbar
unenedlich.

Da zwei Bahnen einer Gruppenwirkung entweder disjunkt oder gleich sind, ist

r~ysxeGy(z,ye A

eine Aquivalenzrelation. Seien O;, (i € I) die Aquivalenzklassen ohne den Ursprung.
Wegen der Abzihlbarkeit jeder Bahn O; und der Uberabzihlbarkeit von A ist I
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iiberabzihlbar. Nach dem Auswahlaxiom ist es moglich, aus jeder Bahn O; einen
Repriisentanten x; mit Gz; = O; auszuwéhlen. Sei X := {x; : i € I} die Men-
ge der Reprisentanten, dann gilt GX = A\{0}. Die Menge X ist nicht messbar,
denn sei G = (gn), e, dann gilt A (A) = A (A\{0}) = A (GX) = >, cy A (9nX) =
> nenA(X). Da A endliches Maf hat, gibt es keinen sinnvollen Wert fiir A (X).
Wir kénnen X aber auch benutzen, um Lemma 2.1 auf die Einheitskugel A zu
iibertragen.

Lemma 4.1. Es gibt paarweise disjunkte Mengen Ay, ..., Ay C A, deren Vereini-
gung eine echte Teilmenge von A ist so, dass

A=0cAUTA, und cAiNTAs =10
A={0yuctAsurtA, und ot AUt AL =0
Beweis. Seien die Mengen H; (j =1,...,4) wie in Lemma 2.1 gewihlt und seien
Ay = H1 X U{0}, Ay = Hy X
Ay = Hy X, Ay = H3 X

Ay = AQ\{T_IUAI n A~2}

Az = fig\{ﬂf—lfig NAs}
Aus der Wahl von A, und Az folgt die Disjunktheit von cA; und T7A5 sowie von
o 1A3 und 771A4. Es ist 7(1710A; N Ay) eine Teilmenge von oA; und somit
folgt 0A; UTAy = {0} UcH1 X UTHX = {0} UGX = A. Analog §ieht man,
dass A = {0} Uo 143 U7 1A, wobei zu beachten ist, dass o1 (1o 143N Ay) C
W(e D)X =r"1H,X.

Da 1 in keiner Menge H; liegt, ist kein = aus X in der Vereinigung der A;
enthalten. 0

5. DER BEWEIS DES BANACH TARSKI PARADOXONS

Die Uberlegungen aus Abschnitt 4 nutzen nur Drehungen und noch keine Ver-
schiebungen. Mit zusétzlichen Verschiebungen kénnen wir nun ein letztes Lemma
zeigen.

Lemma 5.1. Es gibt paarweise disjunkte Mengen By, By, C1, Cy, C3 und eine Funk-
tion f: BUC — A derart, dass gilt:

B = B1UBy, C =C1UCyUCs, die Mengen f(B1), f(B2), f(C1), f(Ca), f(C3)
sind paarweise disjunkt und f, eingeschrinkt auf B; oder C; (i =1,2 j =1,2,3),
ist eine Bewegunyg.

Beweis. Wir withlen die Mengen A; (i = 1,2,3,4) wie in Lemma 4.1 und definieren
f:U,; Ai = BUC folgendermafen:

x—or+b (x € A)
x> T1r+b (z € Ag)
Bezeichnet man By := f(Al) und B; = f(AQ), so gilt nach Lemma 4.1 bereits
B = B; U By und By N By = (). Analog definieren wir fiir C
r otz e (€ Ap)
r Tz e (r€ Ay

und bezeichnen die Bilder von A3 und A4 als C7 und Cs. Nach Lemma 4.1 sind C;
und Cy disjunkt und ihre Vereinigung ist C'\{0}. Aus Lemma 4.1 folgt auflerdem,
dass es ein z* € A\J; A; gibt. Eine Translation um ¢ — 2* verschiebt {z*} auf
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03 = {C}
Sei nun f die Umkehrabbildung von f auf D\{c} und f(c) := 2*, dann erfiillt f
alle geforderten Bedingungen. |

Dies zeigt, dass es sogar eine echte Teilmenge A" = J, A; U {z*} von A gibt,
aus der sich die Kugeln B und C nur durch Bewegungen von Teilmengen von A’
erzeugen lassen. Damit kénnen wir nun das Banach Tarski Paradoxon beweisen.

Beweis des Banach Tarski Paradozons. Es sei g : A — B U C' die Translation um
b, dann gilt g(A) = B. Lemma 4.1 liefert eine injektive Abbildung f: BUC — A.

Gibt es fiir ein € A ein y € D mit f(y) = x so bezeichnen wir y als Vorgéinger
von z. Analog ist © € A der Vorgiinger von y € D, falls g(z) = y (welcher genau
dann existiert, wenn y € B). Die Vorgéngersuche fiir einen Punkt 2 € AU D ist die
sukzessive Suche nach Vorgéngern, startend in z. Diese Suche kann entweder in A
oder D abbrechen oder sie endet nicht.

Dies erlaubt uns eine Zerlegung von A und D in jeweils drei disjunkte Teilmengen.

Ay = {x € A: die Vorgingersuche endet in D}
A, :={z € A: die Vorgéngersuche endet in A}
Ay = {x € A : die Vorgiingersuche endet nicht}

Und analog

Dy :={x € D : die Vorgéngersuche endet in D}

D, := {x € D : die Vorgéingersuche endet in A}

D :={z € D : die Vorgiingersuche endet nicht}
Esist nun f : Dy — A auch bijektiv, denn fiir alle z € Ay endet die Vorgangersuche
in D und somit hat x einen Vorgénger y € D. Da fiir y die Vorgéngersuche ebenfalls

in D enden muss folgt y € Dy. Analog sieht man, dass g : A; — D, bijektiv ist und
ebenso, dass f(Dso) = Ao und g(As) = Doo.

Seien nun

B:=B;N(DfUD) (i=1,2)
B} :=BND,
mit Mengen B; wie in Lemma 5.1. Es sind Dy, Dy und D, paarweise disjunkt
und nach Lemma 4.1 gilt auch By N By = (. Somit sind Bf, B} und B} paarweise
disjunkt. Aus Lemma 5.1 folgt auBerdem
B=DBUB,
=(BiN(DfUDx))U(BiNDy)U(BaN(DyfUDy))U (BN Dy)
=B UByU(BND,)=BjUB,UB;
Sei x € C, dann hat « keinen Vorginger. Somit endet die Vorgéingersuche sofort

inC C Dund CNDy =CNDy = 0. Wir kénnen also C! := C; (i = 1,2, 3) setzen,
wobei die Mengen C; wieder aus Lemma 5.1 stammen.
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Mit diesen Wahlen setzen wir nun fiir A
A= F(B]) (i = 1,2)
Ay =g ' (B3)
Ay = F(C)) (G =1,2,3)
Dann folgt
A=A UAUA; = f(Df) U f(Doo) Ug_l(Dg)
= f(BiUByUCTUC,UC;) U g™ (Bs)
= f(By) U f(B3) U f(C1) U f(C3) U f(C3) U Ag
= Al UA U AU A} U AL U Aj
Die paarweise Disjunktheit von A}, A5, A}, AL, Aj folgt nun aus den Eigenschaften
von f. Sei ¥ € A} N A5 (j # 3), dann gilt z € f(Dy U Do). Damit existiert
ein y € Dy U Dy mit f(y) = « und da y der Vorgénger von z ist, endet die
Vorgiingersuche fiir z genau wie fiir y in D oder gar nicht. Gleichzeitig gilt auch
T € g_l(Dg) womit x der Vorgénger eines y € D, ist. Damit folgt ein Widerspruch,

denn die Vorgéngersuche miisste fiir  somit in A enden. Also sind alle Mengen A
paarweise disjunkt. O

Aus dem Banach Tarski Paradoxon ldsst sich genauso wie aus dem Satz von Ba-
nach und Tarski folgern, dass das Inhaltsproblem fiir d > 3 keine Losung besitzt.
Gébe es ndmlich eine Losung, so hiitte die Einheitskugel einen Inhalt ungleich 0. Es
folgt mit der endlichen Additivitdt und der Bewegungsinvarianz der Widerspruch
m(A) =m((B)+m(C) =m(A+b) + m(A+c) = 2m(A). Fir hthere Dimen-
sionen folgt die Unlosbarkeit nun ebenso, indem wir jede Menge M, die im Beweis
auftaucht, durch M x [0,1]%"® ersetzen und die verwendeten Drehmatrizen mit Ein-
heitsmatrizen vergroflern.

In seinem Buch ,,Grundziige der Mengenlehre“ bewies Felix Hausdorff bereits
1914 mit den gleichen Methoden, dass es keinen rotationsinvarianten Inhalt auf der
Kugeloberfliche geben kann, der der gesamten Oberfliche einen Wert ungleich 0
zuordnet. Damit ldsst sich ebenfalls folgern, dass das Inhaltsproblem in hoheren
Dimensionen als 2 keine Losung besitzt. Die Beweise von Banach, Tarski und Haus-
dorff kénnen allerdings nicht auf die Félle d = 1,2 iibertragen werden, denn SO(1)
und SO(2) haben keine freien Untergruppen, die von zwei Elementen erzeugt sind.
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