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Maßproblem (Lebesgue 1902)

I gesucht: ein Maß λ auf
(
Rd ,P

(
Rd)) mit

I A ∼= B ⇒ λ (A) = λ (B)

I λ
(
[0,1]d

)
= 1
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Vitali Menge (Vitali 1905)

I Äquivalenzrelation auf R: x ∼ y ⇔ x − y ∈ Q
I (Oi)i∈I Äquivalenzklassen
I Oi ∩ [0,1] 6= ∅
I wähle xi ∈ Oi ∩ [0,1] aus (Auswahlaxiom)
I X := {xi : i ∈ I} hat kein sinnvolles Maß
I benötigt: σ-Additivität
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Inhaltsproblem

I σ-Additivität endliche Additivität
I ⇒ Inhalt m
I Inhaltsproblem analog zum Maßproblem
I A ∼= B ⇒ m (A) = m (B)

I m
(
[0,1]d

)
= 1
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Inhaltsproblem

I Hausdorff 1914: Problem für d ≥ 3 unlösbar
I Banach Tarski 1924: Banach Tarski Paradoxon
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Das Banach Tarski Paradoxon

Satz (Banach Tarski Paradoxon)
Seien A := {x ∈ R3 : ‖x‖ ≤ 1} und B := A + b bzw. C := A + c
mit b := (0,0,3)T bzw. c := (0,0,−3)T .
Es existieren paarweise disjunkte Mengen
A′1, . . . ,A

′
6,B

′
1,B

′
2,B

′
3,C

′
1,C

′
2,C

′
3 so, dass

A =
6⋃

i=1

A′i , B = B′1 ∪ B′2 ∪ B′3, C = C′1 ∪ C′2 ∪ C′3

A′i ∼= B′i , A′i+3
∼= C′i (i = 1,2,3)
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Freie Gruppen

I SO(3) Gruppe der Drehungen im R3

I σ, τ ∈ SO(3) und G := 〈σ, τ〉
I µ ∈ G⇒ µ = σj1τ k1σj2τ k2 . . . σjnτ kn

I vollständig gekürzt
I Darstellung eindeutig⇒ G frei
I ⇔ 1 6= σj1τ k1σj2τ k2 . . . σjnτ kn

Lemma
SO (3) hat eine freie Untergruppe.



Seite 8 Das Banach Tarski Paradoxon | Marcel Kreuter | Juni 2012

Freie Gruppen

Beweisskizze.

Setze σ :=

α −β 0
β α 0
0 0 1

 und τ :=

1 0 0
0 α −β
0 β α

 ∈ SO(3) mit

α = 1
3 und β = 2

3

√
2.

zwei Induktionen
nach N :=

∑n
m=1 |jm|+ |km| und nach n
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Freie Gruppen

I G = {1} ∪W (σ) ∪W
(
σ−1) ∪W (τ) ∪W

(
τ−1)

I H1 := W
(
σ−1) , H2 := W

(
τ−1σ

)
, H3 := W (σ) und

H4 := W
(
τσ−1)
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Freie Gruppen

I µ ∈ H1 = W
(
σ−1)

I µ = σ−1

I µ = σ−1σ−1 . . .

I µ = σ−1τ . . .

I µ = σ−1τ−1 . . .

I µ = σ−1σ . . .

I ⇒ σH1 = {1} ∪W
(
σ−1) ∪W (τ) ∪W

(
τ−1)
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Freie Gruppen

I τH2 = τW
(
τ−1σ

)
= W (σ)

I ⇒ G = σH1 ∪ τH2

I analog: G = σ−1H3 ∪ τ−1H4
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Die Bahnen der Gruppenwirkung

I µx ∈ A (x ∈ A)
I Bahn von x ∈ A: Gx := {gx : g ∈ G}
I Äquivalenzrelation x ∼ y ⇔ x ∈ Gy (x , y ∈ A)
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Die Bahnen der Gruppenwirkung

I (Oi)i∈I Äquivalenzklassen ohne {0}
I wähle xi ∈ Oi aus,⇒ Gxi = Oi (Auswahlaxiom)
I X := {xi : i ∈ I} ⇒ GX = A\{0}
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Die Bahnen der Gruppenwirkung

I A1 := H1X ∪ {0}, Ã2 := H2X , Ã3 := H3X , A4 := H4X
I ⇒ σA1 ∪ τ Ã2 = σH1X ∪ σ{0} ∪ τH2X = GX ∪ {0} = A
I σA1 ∩ τA2 = ∅!⇒ A2

I ähnlich: A = {0} ∪ σ−1A3 ∪ τ−1A4 und σ−1A3 ∩ τ−1A4 = ∅
I x ∈ X ⇒ x /∈ Ai
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Der Beweis

I B1 := σA1 + b, B2 := τA2 + b
I C1 := σ−1A3 + c, C2 := τ−1A4 + c
I f : D := B ∪ C → A Umkehrfunktion davon
I x∗ ∈ A\

⋃
i Ai : f (c) := x∗

I C3 := {c}
I f (B1), f (B2), f (C1), f (C2), f (C3) paarweise disjunkt
I f , eingeschränkt auf Bi oder Cj , ist eine Bewegung
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Der Beweis(Skizze)

I g : A→ B ∪ C Translation um b, g(A) = B
I x ∈ A, y ∈ D : f (y) = x : y Vorgänger von x
I x ∈ A Vorgänger von y ∈ D, falls g(x) = y
I Vorgängersuche für einen Punkt x ∈ A ∪ D
I bricht in A oder D ab oder endet nicht
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Der Beweis(Skizze)

Af := {x ∈ A : die Vorgängersuche endet in D}
Ag := {x ∈ A : die Vorgängersuche endet in A}
A∞ := {x ∈ A : die Vorgängersuche endet nicht}
Df := {x ∈ D : die Vorgängersuche endet in D}
Dg := {x ∈ D : die Vorgängersuche endet in A}
D∞ := {x ∈ D : die Vorgängersuche endet nicht}
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Der Beweis(Skizze)

I B′i := Bi ∩ (Df ∪ D∞) (i = 1,2), B′3 := B ∩ Dg

I B′1, B′2 und B′3 paarweise disjunkt

B = B1 ∪ B2 = B′1 ∪ B′2 ∪ B′3

I mit C verfahren wir ähnlich
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Der Beweis (Skizze)

A′i := f (B′i ) (i = 1,2)

A′3 := g−1(B′3)
A′j+3 := f (C′j ) (j = 1,2,3)

paarweise disjunkt und

A = Af ∪ Ag ∪ A∞ = A′1 ∪ A′2 ∪ A′3 ∪ A′4 ∪ A′5 ∪ A′6

�
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Anmerkungen

I Beweis mit fünf Mengen möglich, mit vier Mengen nicht

Satz (Banach und Tarski)
Sei d ≥ 3 und A,D ⊂ Rd seien beschränkte Mengen mit
nichtleerem Inneren. Dann gibt es paarweise disjunkte Mengen
A1, . . . ,An ⊂ Rd und paarweise disjunkte Mengen
D1, . . . ,Dn ⊂ Rd so, dass A =

⋃n
i=1 Ai , D =

⋃n
i=1 Di und Ai

∼= Di
(i = 1, . . . ,n).
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