DER SATZ VON LUSIN

MARKUS SCHUSTER

1. MOTIVATION

Aus der Definition der Borelschen o-Algebra folgt sofort, dass stetige Funktionen
messbar sind. Es liegt nahe, dass man eine Umkehrung dieser Beziehung sucht.
Offensichtlich sind Borel-messbare Funktionen nicht notwendigerweise stetig. Der
Satz von Lusin stellt nun eine Beziehung zwischen Borel-Messbarkeit und Stetigkeit
her. Er besagt, dass eine Borel-Messbare Funktion auf eine kompakte Menge so
einschrinkbar ist, dass die Funktion dort stetig ist. Das Maf} des Komplements der
kompakten Menge kann beliebig klein gemacht werden kann. Das heifit, dass die
Funktion “fast-stetig® ist.

Beispiel 1.1. Einfithrendes Beispiel:

Es sei f die Dirichlet-Funktion auf [0,1], d.-h. f(z) = Ignjo,1j(2). f ist in keinem
Punkt stetig. Sei 7, eine Abzéhlung von QN[0, 1] und U, := (ry, — Qn%, Ty + 2;%) N
[0,1] fiir ein 6 > 0. = K¢ :=J,2, U, ist offen und alle 7, sind in K¢. f|x =0 =

flxi ist stetig und das Lebesgue-Maf} von K€ ist kleiner gleich ¢.

2. DEFINITIONEN
Fiir die Formulierung des Satzes sind einige Definitionen notwendig:

Definition 2.1.
Es sei 2 ein metrischer Raum mit Metrik d.

Q heifdt vollstdndig, falls jede Cauchy-Folge von Punkten aus 2 in € konvergiert.
Eine Menge M C € liegt dicht in , falls Vx € Q und Ve > 0 Jy € M sodass
d(z,y) < e.

Q heiflt separabel, wenn es eine abzéhlbare dichte Teilmenge von € gibt.

Definition 2.2.

Es sei (2,3, p) ein Mafiraum.

Das Maf} p heifit o-endlich, wenn es eine abzéhlbare Folge messbarer Mengen end-
lichen Mafles (A1, Aa,...) gibt, die den Gesamtraum aufspannen.

Eine Menge A € ¥ heifit von innen regulir, falls p(A) = sup{u(K) : K C A, K
kompakt}. Das Maf p heifit von innen regulir, wenn alle A € ¥ von innen regulir
sind.

Eine Menge A € ¥ heifit von aufen regulir, falls u(A) = inf{uw(U) : U D AU
offen}. Das Mafl p heifit von auflen regulir, wenn alle A € ¥ von auflen regulir
sind.

Eine Menge A € X heifit reguldr, falls sie von innen und auflen regulir ist.

Das Maf} p heifit reguldr, falls alle A € ¥ regulér sind.
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3. DER SATZ

Satz 3.1 (Der Satz von Lusin).

Es seien X ein metrischer-Raum, Y ein vollstandiger separabler metrischer Raum,
u ein o-endliches regulires Borel-Maf§ auf Z(X) und f : X — Y. Dann sind fol-
gende Aussagen dquivalent:

(a) Es gibt eine Borel-messbare Funktion g : X —Y mit f = g p-f.i..

(b) Zu jedem offenen U C X mit p(U) < oo und jedem § > 0 gibt es eine kompakte
Menge K C U mit p(U\K) < 6, so dass f|x stetig ist.

(c) Zu jedem A € B(X) mit u(A) < oo und jedem 6 > 0 gibt es eine kompakte
Menge K C A mit u(A\K) < 9§, so dass f|i stetig ist.

(d) Zu jeder kompakten Menge T C X wund jedem 6 > 0 gibt es eine kompakte
Menge K C T mit u(T\K) < 6, so dass f|x stetig ist.

(e) Es existiert ein Zerlegung von X in eine Folge (K, )nen kompakter Mengen und
in eine p-Nullmenge N € B(X) derart, dass die Restriktion von f auf jede der
Mengen K, stetig ist.

Beweis. Beweisschema:

(a) = (b) = (fl) = (e) = (a)
(d)

Wir nehmen zunéchst an, dass p(X) < oo.

(a) = (b):

Es geniigt die Behauptung fiir U = X zu zeigen. Sei {(b,)|n € N} eine abzihlbare
dichte Teilmenge von Y und es sei § > 0.

Nun sei B, := {€ Y|d(y,b,) < +} fiir n,k € N.

Mit Hilfe der Regularitéit des Mafles i bekommt man fiir alle n, k € N ein komkaptes
K, 1 und ein offenes U, ; mit K, C g_l(Bmk) C Uyk. Das Maf} des Schnittes
von Up 1\ K,  sei kleiner als 0 - 4—(nk)

Nun definiere V' := [J;°,_; (Un x\Kn i) welches, als Vereinigung von offenen Men-
gen, offen ist und dessen Mafl

V) < Upi\Eni) =6- 3 —=4- — =2,

Weiter sei h := g
Uk NV =K, s NVEC g (Bur)NVE=h" Bur) =9 " (Bux) NVEC U NVE

ve. Fiir alle n, k € N gilt:

das heifit A= (B, ) = U, N V¢ ist offen in V©.

Seinun O C Y offen. = Vy € O3k > 0, sodass B(y,2/k) C O. Dab,, dicht in Y liegt,
dn € N, sodass b, € B(y,1/k) = y € By, = B(b,,1/k) =C O. Daraus folgt, dass
O die Vereiningung von ausgewéhlten B, ; ist. Somit ist A=1(0) = Jh ' (Byx)
offen. Also ist das Urbild einer offenen Menge offen = h ist stetig.

Weiter sei N € #(X) die p-Nullmenge mit f|ye = g|ne, die man aus der Vor-
aussetzung (a) erhélt. Benutzt man erneut die innere Regularitdt von u , so lie-
fert diese die Existenz einer kompakten Menge K C (V U N)¢ = V¢ N N€¢ mit
w((VUN)N\K) < §/2. Dann ist

H(K®) = (X N K°) = p((V UN)\K) U (VN NN K))
< u(VUN) + p((VUN)\K) <6,

und f|x = g|k = h|k ist wegen K C V° stetig.
Das heif3t, es wurde eine kompakte Menge K gefunden, sodass f eingeschrankt auf
K stetig und p(K€) < §



DER SATZ VON LUSIN 3

(b) = (c¢):

Es sei A € &, u(A) < oo. Dann folgt aus der Regularitiit, dass eine offene Menge
U D A und eine kompakte Menge K C A existieren, mit u(U\K) < /2. Nach b)
gibt es eine kompakte Menge L C U mit p(U\L) < §/2, so dass f|r stetig ist. Nun
ist KN L C A eine kompakte Menge mit u(A\(K N L)) < u(A\K) + p(A\L) < 4,
und f|xny ist stetig, da K geschnitten mit L eine Teilmenge von K ist, und f nach
Voraussetzung bereits auf K stetig ist.

(c) = (d):
Diese Implikation ist klar, da kompakte Mengen in der Borelschen o-Algebra liegen.

(d) = (c): Es sei A € B(X),1(A) < oo und § > 0. Abermals bekommt man mit
Hilfe der Regularitét eine kompakte Menge T' C A mit u(A\T) < §/2. Zu T wihlen
wir nach (d) eine kompakte Menge K C T mit u(T\K) < 0/2, sodass f|x stetig
ist. Dann leistet K das Verlangte.

(c) = (e):

Es geniigt die Existenz einer Folge (K,,) paarweise disjunkter kompakter Mengen in
X mit p((Ui-, K;)¢) < 1/n und mit stetiger Restriktion von f auf K,, zu beweisen
(n € N). Dann ist nimlich N := (U;2; K;)¢ =(,—, K¢ eine zu allen K,, disjunkte
Borelsche Menge mit u(N) < 1/n Vn € N, also mit u(N) = 0. Die Existenz einer
solchen Folge von Mengen (K,,) ergibt sich mittels vollstindiger Induktion aus (c):
Zunichst existiert eine kompakte Menge K1 € X mit pu(KY) < 1 und stetiger Re-
striktion f|g,. Seien nun K7, ..., K, bereits definiert, so ergibt sich die Existenz ei-
ner Menge K, 1 mit den gewiinschten Eigenschaften erneut aus (¢) und der inneren
Regularitiit von p. Es gibt niimlich ein kompaktes K € X mit p(K°¢) < 1/(2(n+1))
und stetigem f|z. Zu L := K; U---U K, existiert wegen der inneren Regularitét
von 4 eine kompakte Menge K, 1 C f{\L mit

. - 1
K\L) — u(K, =pu(KNLNK —_—
:u’( \ ) /1‘( +1) ,LL( n+1) < 2(’ﬂ+1)

Wegen
p((LU Kpia)©) = ,L‘(f{c NLNKpi1) + N(K NL°NKpy1)

N . 1
< u(K° KNnL‘NK, —_—
< p(EC) + pu( +1) <

leistet K41 das Verlangte.

(e) = (a):

Ist X = NUUJ, cn Kn die aus (e) gegebene Zerlegung. Man definiere eine Abbildung
g: X — Y wie folgt:

Falls N = () sei g := f, im Falle N # () wiihle man yo € f(IN) beliebig und setze

. Yo, zreN
9(w) ‘_{ f(z), zeX\N
Also ist f = ¢ fast iiberall in beiden Féllen. Zu zeigen bleibt noch die Borel-

Messbarkeit von g. Diese aber ergibt sich wie folgt: Fiir jede in Y offene Menge
G ist

gHO = (GO NX) = (g (NN U JlgTHG) NK) =NoU | 9:7(C)

wenn dabei No := ¢~ *(G) N N und g, := g|k, gesetzt wird. Nun ist Ny = N oder
No = 0, je nachdem ob yg € G oder 3o € G gilt. Weiter ist g,, gleich der Restriktion
von f auf K, somit ist g, ' (G) nach Voraussetzung offen in K, also von der Form
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K, NU, mit einer in X offener Menge U,,. Daher treten in obiger Darstellung von
¢~ Y(G) nur Borelsche Mengen auf, und somit ist g~*(G) selbst Borelsch. Dies zeigt
die Borel-Mef3barkeit von g. O

Bemerkung 3.2.

Im Beweis des Satzes von Lusin wird anfangs angenommen, dass das Maf} endlich
ist. Im der Formulierung des Satzes wurde aber nur o-Endlichkeit vorausgesetzt.
Den Ubergang von endlich zu o-endlich schafft man wie folgt:

Es sei § > 0 und (A, )nen eine Folge von Mengen endliche Mafles, die X iiberdecken
und existiert, da das Mafl ;1 o-endlich ist. Nun finden wir eine endliche Folge von
Mengen B, = Ay k € Nund 1 < n <t < oo, sodass pu(X\ U;Zl B,) < ¢/2. Nun
finden wir zu jeder der Mengen B,, eine kompakte Menge K, sodass f|k, stetig
ist, und p(Bp\K,) < §-2-HD = (U _, B,\K,) <§/2. Danmn K =J' _, K,
kompakt ist als endliche Vereinigung von kompakten Mengen, f|x stetig ist und
w(X\K) < ¢ folgt die Behauptung auch fiir ein o-enliches MaSf.

4. BEMERKUNGEN

Definition 4.1 (Radon-Ma$).
Ein von innen regulidres Borel-Mafl nennt man ein Radon Maf3.

Definition 4.2 (Moderates Ma$8).
Ein Borel Maf heiffit moderat, wenn €2 die Vereinigung einer Folge offenen Mengen
endlichen Mafles ist.

Definition 4.3 (Polnischer Raum).
Ein topologischer Raum heifit polnisch, wenn er separabel und vollstdndig metri-
sierbar ist.

Bemerkung 4.4.

(a) Die Voraussetzungen fiir p beziiglich der Regularitit sind z.B. erfiillt, wenn:
(i) p ein moderates Radon-Maf ist

Beweis. Seil p ein moderates Radon Mafi. Aus der Definition eines mo-
deraten Mafles bekommt man eine Folge offener Mengen (G,,)nen mit
Unen Gn = X. Man definiere p,, := p|%(Gn)(n € N). p, ist reguldr
Vn € N(ohne Beweis).

Sei A € B(X)und A4,, := ANG,(n € N). Aus der Regularitit von p, folgt
fiir alle ¢ > 0 die Existenz einer offenen Menge U, mit A, C U, C G,
und p(U,\Arn) = pn(Up\A4p) <e-277"

Es folgt, dass U := J,,cy Un als Vereinigung von offenen Mengen offen ist.
U ist offensichtlich eine Teilmenge von A und p(U\A) < €. Das bedeutet,
dass u von auflen regulir ist. O

(ii) X ein polnischer Raum ist. Dies folgt aus dem Satz von Ulam: Jedes
Borel-Maf} auf einem polnischen Raum ist reguldr und moderat.
(b) Die Implikationen (a) = (b) < (c¢) < (d) < (e) gelten auch ohne die Voraus-
setzung der o-Endlichkeit von p
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