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Motivation

Stetige Funktionen sind Borel-messbar.
Umkehrung gesucht.
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Einflhrendes Beispiel

(1, xeQn[o1]
f(x) '—{ 0, x e (R\Q)N[0,1]

= fist in keinem Punkt stetig.

Sei r, eine Abzéhlung von QN [0, 1].

Un = (fn— 522, + o) N [0,1] und sei § > 0.
= K=, {Uroffen =r, € K°vYne N

flxk = 0 = f|k ist stetig.
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Definition (Vollstandiger Raum)

Ein metrischer Raum Q heif3t vollstandig, falls jede
Cauchy-Folge von Punkten aus Q2 in Q konvergiert.
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Definition (Vollstandiger Raum)

Ein metrischer Raum Q heif3t vollstandig, falls jede
Cauchy-Folge von Punkten aus Q2 in Q konvergiert.

Definition (Dichte Teilmenge)
Sei M c Q. M liegt dichtin Q, falls Yx e Qund Ve >03dy e M
sodass d(x,y) < ¢.
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Definition (Vollstandiger Raum)

Ein metrischer Raum Q heif3t vollstandig, falls jede
Cauchy-Folge von Punkten aus Q2 in Q konvergiert.

Definition (Dichte Teilmenge)
Sei M C Q. Mliegtdichtin Q, falls Vx € Qund Ve >03y e M
sodass d(x,y) < e.

Definition (Seperabel)
Ein metrischer Raum Q heil3t seperabel, wenn es eine
abzahlbare Teilmenge gibt, die dicht in Q liegt.
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Definition (o-endliches Maf3)

Ein Maf3 heif3t o-endlich, wenn es eine abzahlbare Folge
messbarer Mengen {A, Ay, ...} gibt, mit u(Ak) < co und
UA« = Q.
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Definition (o-endliches Maf3)

Ein Maf3 heif3t o-endlich, wenn es eine abzahlbare Folge
messbarer Mengen {A, Ay, ...} gibt, mit u(Ak) < co und
UA« = Q.

Definition (Polnischer Raum)

Ein metrischer Raum heif3t polnisch, wenn er seperabel und
vollstandig metrisierbar ist.
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Definition (Von innen regular)

Ein Maf3 x hei3t von innen regular, wenn VA € ¥ gilt:
u(A) = sup{u(K) : K C A, K kompakt}.

Definition (Von auBBen regular)

Ein Maf3 1 hei3t von auBBen regular, wenn VA € % qilt:
w(A) = inf{u(U) : U D A, U offen}.

Definition (Regular)
Ein MaB3 1 heif3t regular, falls es von innen und von auf3en
regular ist.
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Satz (Der Satz von Ulam)
Jedes Borel-Maf3 auf einem polnischen Raum ist regulér.
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Satz (Der Satz von Lusin)

Es seien X ein metrische-Raum, Y sei ein vollstdndig seperabler
metrischer Raum, p. sei ein o-endliches reguléres Borel-Mal3 auf
PB(X) und f : X — Y. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(a) Es gibt eine Borel-messbare Funktiong : X — Y mitf = g p-f.0..

(b) Zu jedem offenen U C X mit u(U) < oo und jedem 6 > 0 gibt es
eine kompakte Menge K C U mit u(U\K) < 6, so dass f|k stetig
ist.

(c) Zujedem A € B(X) mit u(A) < oo und jedem § > 0 gibt es eine
kompakte Menge K C A mit n(A\K) < 6, so dass f|k stetig ist.

(d) Zu jeder kompakten Menge T C X und jedem 6 > 0 gibt es eine
kompakte Menge K C T mit u(T\K) < §, so dass f|x stetig ist.

(e) Es existiert ein Zerlegung von X in eine Folge (Ky)nen kompakter
Mengen und in eine u-Nullmenge N € #(X) derart, dass f|k,
stetigvVn € N
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Beweisschema:
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(a) Es gibt eine Borel-messbare Funktiong : X — Y mitf =g p-f.a..

(b) Zu jedem offenen U C X mit u(U) < oo und jedem 6 > 0 gibt es
eine kompakte Menge K U mit n(U\K) < ¢, so dass f|k stetig
ist.
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Beweis.

(@) = (b): O.B.d.A. U = X, u(X) < co. Sei {(bn)|n € N} eine
abzahlbare dichte Teilmenge von Y,

Def. By :={y € Y|d(y,bn) <1/n}.= Upen Bn =Y

%9 Jvne Nein Kn € # und V, € 0 mit

K, c g (B c Vy

und p(Va\Kp) < 6 - 271 = V.= S22, (Vi\Kp) offen mit
w(V) < 6/2,und h:= g|ye ist stetig, da Vn € N:
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Vo Ve =Kyn Ve g ' (BN VE =h'(By)
— g (B))N Ve C V,n Ve

= h='(B,) = V, N V¢ offen in V¢ = h stetig.

Es seiN € %, so gewdhlt dass f|nc = g|ne und p(N) = 0.

MBS 31 = (VU N)® = Ve N mit u((V U NNK) < §/2.
Dann ist

p(K®) = p(X N K®) = p(((VUN)\K)U (VN N°NK))
< p(VUN)+ p((VUN)K) <6,

und f|x = g|lk = h|k stetig, da K C V°.
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(@)

(b) Zu jedem offenen U C X mit u(U) < oo und jedem 6 > 0 gibt es
eine kompakte Menge K U mit n(U\K) < ¢, so dass f|k stetig
ist.

(c) Zujedem A € B(X) mit u(A) < oo und jedem é > 0 gibt es eine
kompakte Menge K C A mit u(A\K) < 6, so dass f|k stetig ist.

(d)

(e)
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(b) = (c): Sei A € #(X) mit u(A) < oco.
= 3U D A offen und K C A kompakt mit

W(U\K) < §/2.

(:b>) dL c U kompakt mit

u(U\L) < é/2,
so dass f|, stetig ist. Nun ist K N L C A kompakt mit
HAK L)) < u(AK) + pu(A\L) < 6

und f|xny ist stetig.
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(a)
(b)

(c) Zujedem A € B(X) mit u(A) < oo und jedem é > 0 gibt es eine
kompakte Menge K C A mit u(A\K) < 6, so dass f|k stetig ist.

(d) Zu jeder kompakten Menge T C X und jedem § > 0 gibt es eine
kompakte Menge K C T mit u(T\K) < ¢, so dass f|k stetig ist.

(e)
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(c) = (d): klar, da die kompakten Mengen 2(X) erzeugen.

(d) = (c): Sei A € #(X) mit u(A) < coundé >0
= 3T C A kompakt mit

WA\T) < §/2.

g) wéhle K C T kompakt mit

W(T\K) < 6/2

so dass f|i stetig ist. Dann leistet K das Verlangte.



Seite 21 Der Satz von Lusin | Markus Schuster 29-30 Juni 2012

(a)
(b)

(c) Zujedem A € B(X) mit u(A) < oo und jedem é > 0 gibt es eine
kompakte Menge K C A mit u(A\K) < 6, so dass f|k stetig ist.

(d)

(e) Es existiert ein Zerlegung von X in eine Folge (Ky)nen kompakter
Mengen und in eine u-Nullmenge N € 2(X) derart, dass f|k,
stetigvn € N
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(c) = (e): Geniigt %, dass I(Kn)neny € X mit KN K; = 0 Vi # |

{(5))

mit |k, stetigVn € N. Dann O(/;st‘ S
N := (U K,-> = K?
i=1 i=1
eine zu allen K, disjunkte Borelsche Menge mit
uw(N)<1/nVneN

also mit u(N) = 0. Bew per vollstandiger Induktion aus (c):
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Zundchst existiert eine kompakte Menge Ky € X mit
u(Kf) <1

und f|k, stetig. Seien Ky, ..., K, bereits definiert,

9 3% kompakt mit

und f| stetig.
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Def L:= K U...UK,
HESCE VA K\L kompakt mit

1

i c
M(KﬂL mKn+1) 2(n+1)

Wegen

1((LU Kngt)®) = n(K° N L° N Kyit) + (K 0 LE N Kiyq)
1
n+1

< (K% + p(K 01 L° 1 Knyy) <

leistet K11 das Verlangte.
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(a) Es gibt eine Borel-messbare Funktiong : X — Y mitf =g p-f.a..

(b)

()

(d)

(e) Es existiert ein Zerlegung von X in eine Folge (Ky)nen kompakter
Mengen und in eine u-Nullmenge N € 2(X) derart, dass f|k,
stetigvn € N
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(e) = (a): Seien X, K, Vn € N gegeben nach (e) so dass
X=NulU;2 Kn.

Falls N = () setze g := f,

sonst wéhle y, € f(N) beliebig und setze

. Yo, X€N
9(x) ':{ f?x), xeX\N

=g: X—Yundf=gu-tfd.
%Z: g ist Borel-messbar.
Y G offenin'Y folgt:

o0

g7(G@=(g(G)NnX)=(g " (GAnN U Jg (G NKn)

n=1

=NoU UQE1(G)

n=1
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mit No := g~ (G) N N und gn := gl

| N, fallsys € Ny
ﬁ%‘{& falls yo ¢ No

; .
9n = 9lk, = flk, ot 95 1 (G) offen in K,

= U, g, '(G) offen = g Borel-messbar.
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Definition (Radon-Malf3)
Ein von innen regulares Borel-Maf nennt man ein Radon Maf3.
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Definition (Radon-Maf3)
Ein von innen regulares Borel-Maf nennt man ein Radon Maf3.

Definition (Moderates Maf3)

Ein Borel Maf3 hei3t moderat, wenn 2 die Vereinigung einer
Folge offenen Mengen endlichen Maf3es ist.
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Bemerkungen
Die Voraussetzungen fir p sind z.B. erfillt, wenn:

(i) X ein polnischer Raum ist und x ein Borel-MafB3 (Satz von
Ulam)

(i) p ein moderates Radon-Maf3 ist



Seite 31 Der Satz von Lusin | Markus Schuster 29-30 Juni 2012

Beweis von Bem (ii)

Sei 11 ein moderates Radon Ma3,

= 3(Gn)nen offener Mengen mit|J o = X.

wn = ulB(Gn)(n € N) ist regulédrvn € N(ohne Beweis).
SeiAe B(X)und A, = AN Gp(n € N).

= 3I¥e > 0 ein U, offen mit A, C U, C G, und

1(Un\An) = pn(Un\Ap) <e-27"

= U = J,ey Offen, U D A, u(U\A) < ¢ = p ist von aulBen

regular.
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