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b
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Absolut stetige Funktionen

Definition
f : [a, b] — R absolut stetig, falls Ve > 036 > 0, sodass fiir alle Punkte

a<ay<b <..,<ap<by<bmit Y (b —ax) <6 gilt:
k=1

Z|F(bk F(ak)| < ¢

Negation
Je>0Vo>03a<a; <..,<b,<bmit Y |_;(bx—ax) <9, aber
> ket [F(bk) — F(ak)| > e.
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/ ? F00dx < F(b) — F(a)

@ Variation:

Varf = sup {Z If(x;)) — f(xi—1)| :a=x < ... < xp=b,n € N}
i=1

f € BV & Varf < oo. Jede BV-Funktion f lasst sich als Differenz
monotoner Funktionen darstellen.

© Jede BV-Funktion ist f.u. diffbar
@ Jede abs. stetige Funktion ist BV

Matthias Heinlein (Uni Ulm) Hauptsatz Diff. & Int.rechnung 30.06.12 7 /18



-
Hauptsatz fiir das Lebesgue-Integral

Matthias Heinlein (Uni Ulm) Hauptsatz Diff. & Int.rechnung 30.06.12 8 /18



-
Hauptsatz fiir das Lebesgue-Integral

Satz
@ f < LY([a, b]), dann gilt fiir die Integralfunktion

Flx) = /X F(t)dt, (2 < x < b)

Matthias Heinlein (Uni Ulm) Hauptsatz Diff. & Int.rechnung 30.06.12 8 /18



-
Hauptsatz fiir das Lebesgue-Integral

Satz
@ f < LY([a, b]), dann gilt fiir die Integralfunktion

Flx) = /X F(t)dt, (2 < x < b)

F ist absolut stetig und F' = f f.ii.

Matthias Heinlein (Uni Ulm) Hauptsatz Diff. & Int.rechnung 30.06.12 8 /18



-
Hauptsatz fiir das Lebesgue-Integral

Satz
@ f < LY([a, b]), dann gilt fiir die Integralfunktion

Flx) = /X F(t)dt, (2 < x < b)

F ist absolut stetig und F' = f f.ii.

@ Wenn F : [a, b] — R absolut stetig, F/(x) := 0 an allen
Nicht-Diffbarkeitstellen,

Matthias Heinlein (Uni Ulm) Hauptsatz Diff. & Int.rechnung 30.06.12 8 /18



-
Hauptsatz fiir das Lebesgue-Integral

Satz
@ f < LY([a, b]), dann gilt fiir die Integralfunktion

Flx) = /X F(t)dt, (2 < x < b)

F ist absolut stetig und F' = f f.ii.

@ Wenn F : [a, b] — R absolut stetig, F/(x) := 0 an allen
Nicht-Diffbarkeitstellen, dann ist F’ Lebesgue-integrierbar und

/X F'(t)dt = F(x) — F(a)

Matthias Heinlein (Uni Ulm) Hauptsatz Diff. & Int.rechnung 30.06.12 8 /18



]
Beweisschritte HDI

Matthias Heinlein (Uni Ulm) Hauptsatz Diff. & Int.rechnung 30.06.12 9 /18



]
Beweisschritte HDI

Teil (1)

Matthias Heinlein (Uni Ulm) Hauptsatz Diff. & Int.rechnung 30.06.12 9 /18



]
Beweisschritte HDI

Teil (1)
@ F absolut stetig und f.i. diffbar

Matthias Heinlein (Uni Ulm) Hauptsatz Diff. & Int.rechnung 30.06.12 9 /18



]
Beweisschritte HDI
Teil (1)

@ F absolut stetig und f.i. diffbar
o Fall 1: beschriankte Funktionen:

Matthias Heinlein (Uni Ulm) Hauptsatz Diff. & Int.rechnung 30.06.12 9 /18



]
Beweisschritte HDI

Teil (1)
@ F absolut stetig und f.i. diffbar

o Fall 1: beschrankte Funktionen:
o Definiere f, mit f, — F’ (Differenzenquotienten).

Matthias Heinlein (Uni Ulm) Hauptsatz Diff. & Int.rechnung 30.06.12 9 /18



]
Beweisschritte HDI

Teil (1)
@ F absolut stetig und f.i. diffbar

o Fall 1: beschriankte Funktionen:

o Definiere f, mit f, — F’ (Differenzenquotienten).
o Zeige, dass [ F'dt = [ f dt und folgere f = F’ f.il.

Matthias Heinlein (Uni Ulm) Hauptsatz Diff. & Int.rechnung 30.06.12 9 /18



]
Beweisschritte HDI

Teil (1)
@ F absolut stetig und f.i. diffbar

o Fall 1: beschriankte Funktionen:

o Definiere f, mit f, — F’ (Differenzenquotienten).
o Zeige, dass [ F'dt = [ f dt und folgere f = F’ f.il.

o Fall 2: nicht beschrankte Funktionen:

Matthias Heinlein (Uni Ulm) Hauptsatz Diff. & Int.rechnung 30.06.12 9 /18



]
Beweisschritte HDI

Teil (1)
@ F absolut stetig und f.i. diffbar

o Fall 1: beschriankte Funktionen:

o Definiere f, mit f, — F’ (Differenzenquotienten).
o Zeige, dass [ F'dt = [ f dt und folgere f = F’ f.il.

o Fall 2: nicht beschrankte Funktionen:
Approximation durch beschrankte Funktionen

Matthias Heinlein (Uni Ulm) Hauptsatz Diff. & Int.rechnung 30.06.12 9 /18



]
Beweisschritte HDI

Teil (1)
@ F absolut stetig und f.i. diffbar

o Fall 1: beschriankte Funktionen:

o Definiere f, mit f, — F’ (Differenzenquotienten).
o Zeige, dass [ F'dt = [ f dt und folgere f = F’ f.il.

o Fall 2: nicht beschrankte Funktionen:
Approximation durch beschrankte Funktionen

Hilfssatz

Wann sind absolut stetige Funktionen konstant?

Matthias Heinlein (Uni Ulm) Hauptsatz Diff. & Int.rechnung

30.06.12 9 /18



]
Beweisschritte HDI

Teil (1)
@ F absolut stetig und f.i. diffbar

o Fall 1: beschriankte Funktionen:

o Definiere f, mit f, — F’ (Differenzenquotienten).
o Zeige, dass [ F'dt = [ f dt und folgere f = F’ f.il.

o Fall 2: nicht beschrankte Funktionen:
Approximation durch beschrankte Funktionen

Hilfssatz

Wann sind absolut stetige Funktionen konstant?

Teil (2)

Matthias Heinlein (Uni Ulm) Hauptsatz Diff. & Int.rechnung

30.06.12 9 /18



]
Beweisschritte HDI

Teil (1)
@ F absolut stetig und f.i. diffbar

o Fall 1: beschriankte Funktionen:

o Definiere f, mit f, — F’ (Differenzenquotienten).
o Zeige, dass [ F'dt = [ f dt und folgere f = F’ f.il.

o Fall 2: nicht beschrankte Funktionen:
Approximation durch beschrankte Funktionen

Hilfssatz

Wann sind absolut stetige Funktionen konstant?

Teil (2)
@ Zeige, dass F' intbar ist,

Matthias Heinlein (Uni Ulm) Hauptsatz Diff. & Int.rechnung

30.06.12 9 /18



]
Beweisschritte HDI

Teil (1)
@ F absolut stetig und f.i. diffbar

o Fall 1: beschriankte Funktionen:

o Definiere f, mit f, — F’ (Differenzenquotienten).
o Zeige, dass [ F'dt = [ f dt und folgere f = F’ f.il.

o Fall 2: nicht beschrankte Funktionen:
Approximation durch beschrankte Funktionen

Hilfssatz

Wann sind absolut stetige Funktionen konstant?

Teil (2)
o Zeige, dass F' intbar ist,
o def. G(x) als Integralfunktion von F’, aus (1) folgt, dass G’ = F’

Matthias Heinlein (Uni Ulm) Hauptsatz Diff. & Int.rechnung 30.06.12

9/18



]
Beweisschritte HDI

Teil (1)
@ F absolut stetig und f.i. diffbar

o Fall 1: beschriankte Funktionen:

o Definiere f, mit f, — F’ (Differenzenquotienten).
o Zeige, dass [ F'dt = [ f dt und folgere f = F’ f.il.

o Fall 2: nicht beschrankte Funktionen:
Approximation durch beschrankte Funktionen

Hilfssatz

Wann sind absolut stetige Funktionen konstant?

Teil (2)
o Zeige, dass F' intbar ist,
o def. G(x) als Integralfunktion von F’, aus (1) folgt, dass G’ = F’

@ Folgere daraus G = F und damit die Beh.
Hauptsatz Diff. & Int.rechnung 30.06.12
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Grundsatzliches

J& F(t)dt = F(d) - F(c)

F ist abs. stetig
Man weiB:

Ve>036>0VA mit M(A)<J: /fd>\<e
A

Wihle A = |Jy_;[ak, bx] mit A\(A) < 6

Z\Fbk ak)]—/fdA<5
A

Also: F abs. stetig = F hat BV = f.ii. diffbar.
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f, als Differenzenquotienten

folx) = F(X“l/;”)]_ PO (Fct 1/m) - Fx)

fo(x) = n/x+1/n f(t)dt

fo(x) — F'(x) (n — o0) f.ii
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Rechnung...

/: F'(x)dx = lim /: Fo(X)dx =

n—o0

i [r(e (o))
_ nli_go (n/cc+1/n Fl) - n/aa+1/n F(x)) b

= F(c)— F(a) %' / " F(x)dx

= [JIF'(x) = f(x)]Jdx=0 = F' =f (Grundlagen).
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—_————

>0
F'=F,+ G, >gn+0fi.
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F'=F+ G > gy +0fi.

gn— f fi. (n—o00) = F >Tf.
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HDI, Teil (1), unbeschrankter Fall
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HDI, Teil (1), unbeschrankter Fall

Folgerungen

b b
/a F'(x)dx > /a f(x)dx = F(b) — F(a)
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HDI, Teil (1), unbeschrankter Fall

Folgerungen
b b
/a F'(x)dx > /a f(x)dx = F(b) — F(a)

F wachsend = [P F/(x)dx < F(b) — F(a).
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HDI, Teil (1), unbeschrankter Fall

Folgerungen

b b
/a F'(x)dx > /a f(x)dx = F(b) — F(a)

F wachsend = f F'(x)dx < F(b) — F(a).
Damit: [° F'(x)dx = F(b) — F(a) &’ [P F(x)dx, = F' = f fi.
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Eigenschaft absolut stetiger Funktionen
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-
Eigenschaft absolut stetiger Funktionen

Satz
Jede absolut stetige Funktion F : [a, b] — R mit F/ = 0 \-f.i. ist konstantJ
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Eigenschaft absolut stetiger Funktionen

Satz

Jede absolut stetige Funktion F : [a, ] — R mit F/ = 0 A-f.4. ist konstant

Beweis (1)
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Eigenschaft absolut stetiger Funktionen

Satz

Jede absolut stetige Funktion F : [a, ] — R mit F/ = 0 A-f.4. ist konstant

Beweis (1)

e z.z. F(a) = F(c) fiir ein bel. ¢ € (a, b). Ziel: Schatze |F(a) — F(c)|
durch ¢ ab.
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Eigenschaft absolut stetiger Funktionen

Satz
Jede absolut stetige Funktion F : [a, ] — R mit F/ = 0 A-f.4. ist konstant

Beweis (1)

e z.z. F(a) = F(c) fiir ein bel. ¢ € (a, b). Ziel: Schatze |F(a) — F(c)|
durch ¢ ab.

@ ¢ > 0 geg., wahle dazu ¢ aus der Def. der abs. Stetigkeit
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Eigenschaft absolut stetiger Funktionen

Satz
Jede absolut stetige Funktion F : [a, ] — R mit F/ = 0 A-f.4. ist konstant

v

Beweis (1)
e z.z. F(a) = F(c) fiir ein bel. ¢ € (a, b). Ziel: Schatze |F(a) — F(c)|
durch ¢ ab.

@ ¢ > 0 geg., wahle dazu ¢ aus der Def. der abs. Stetigkeit
e A:={x€lac): F'(x) =0},
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Eigenschaft absolut stetiger Funktionen

Satz
Jede absolut stetige Funktion F : [a, ] — R mit F/ = 0 A-f.4. ist konstant

v

Beweis (1)
e z.z. F(a) = F(c) fiir ein bel. ¢ € (a, b). Ziel: Schatze |F(a) — F(c)|
durch ¢ ab.
@ ¢ > 0 geg., wahle dazu ¢ aus der Def. der abs. Stetigkeit
o A:={x€la,c): F/(x)=0}, N=[a,c)\ A n(N)=0
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Eigenschaft absolut stetiger Funktionen

Satz
Jede absolut stetige Funktion F : [a, ] — R mit F/ = 0 A-f.4. ist konstant

Beweis (1)
e z.z. F(a) = F(c) fiir ein bel. ¢ € (a, b). Ziel: Schatze |F(a) — F(c)|
durch ¢ ab.
@ ¢ > 0 geg., wahle dazu ¢ aus der Def. der abs. Stetigkeit
o A:={x€la,c): F/(x)=0}, N=[a,c)\ A n(N)=0
e Vx e Adh: |F(x+ h) — F(x)| < e- h (h beliebig klein).
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Eigenschaft absolut stetiger Funktionen

Satz
Jede absolut stetige Funktion F : [a, ] — R mit F/ = 0 A-f.4. ist konstant

Beweis (1)
e z.z. F(a) = F(c) fiir ein bel. ¢ € (a, b). Ziel: Schatze |F(a) — F(c)|
durch ¢ ab.
@ ¢ > 0 geg., wahle dazu ¢ aus der Def. der abs. Stetigkeit
o A:={x€la,c): F/(x)=0}, N=[a,c)\ A n(N)=0
o Vx e Adh: |F(x+ h) — F(x)| < - h (h beliebig klein).
o {[x,x + h] : x € A, h klein genug} ist Vitali-Uberdeckung von A
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Eigenschaft absolut stetiger Funktionen

Beweis (2)

o
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-
Eigenschaft absolut stetiger Funktionen

Beweis (2)

o d[x1, 1], -, [Xn, ¥n] (Yo := a, Xp41 := ¢) mit
6 > n(A\ Ug=1D yil) = (8, €[\ Uk Do yi]) = DZk—o (ks — yx)

v
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Eigenschaft absolut stetiger Funktionen

Beweis (2)

o d[x1, 1], -, [Xn, ¥n] (Yo := a, Xp41 := ¢) mit
6 > n(A\ Ug=1D yil) = (8, €[\ Uk Do yi]) = DZk—o (ks — yx)
o Damit (abs. Stetigkeit): > ) _o |F(xk+1) — F(yi)| < e
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Eigenschaft absolut stetiger Funktionen

Beweis (2)
o d[x1, 1], -, [Xn, ¥n] (Yo := a, Xp41 := ¢) mit
6 > (AN Uzt [k yil) = n([a, e[\ U= b vil) = 2ok—o (41 = i)
o Damit (abs. Stetigkeit): > ) _o |F(xk+1) — F(yi)| < e
o Trick

v
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-
Eigenschaft absolut stetiger Funktionen

Beweis (2)
o d[x1, 1], -, [Xn, ¥n] (Yo := a, Xp41 := ¢) mit
6 > (AN Uzt [k yil) = n([a, e[\ U= b vil) = 2ok—o (41 = i)
o Damit (abs. Stetigkeit): > ) _o |F(xk+1) — F(yi)| < e
o Trick

[F(c) = F(a)l =

v
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-
Eigenschaft absolut stetiger Funktionen

Beweis (2)

o d[x1, 1], -, [Xn, ¥n] (Yo := a, Xp41 := ¢) mit
6 > n(A\ Ug=1D yil) = (8, €[\ Uk Do yi]) = DZk—o (ks — yx)
o Damit (abs. Stetigkeit): > ) _o |F(xk+1) — F(yi)| < e

o Trick
n+1 n
IF(c) = F(a)l = |>_ F(x ZF Xk) (ZF Yk) ZF(Yk))| 3
k=1 k=1

v
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Eigenschaft absolut stetiger Funktionen

Beweis (2)
o d[x1, 1], -, [Xn, ¥n] (Yo := a, Xp41 := ¢) mit
6 > (AN Uzt [k yil) = n([a, e[\ U= b vil) = 2ok—o (41 = i)
o Damit (abs. Stetigkeit): > ) _o |F(xk+1) — F(yi)| < e
o Trick

n+1 n
F(c) = F(a)l = |>_ F(x ZF Xk) (ZF Yk) ZF(Yk))| 3
k=1
= Z( (Xk+1) = F(yi)) +Z F(xi))| <
k=0

v
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-
Eigenschaft absolut stetiger Funktionen

Beweis (2)
o d[x1, 1], -, [Xn, ¥n] (Yo := a, Xp41 := ¢) mit
6 > (AN Uzt [k yil) = n([a, e[\ U= b vil) = 2ok—o (41 = i)
o Damit (abs. Stetigkeit): > ) _o |F(xk+1) — F(yi)| < e
o Trick

n+1 n
IF(c) = F(a)l = |>_ F(x ZF Xk) (ZF Yk) ZF(Yk))|:
k=1
= Z( (Xk+1) = F(yi)) +Z F(xi))| <
k=0
< 5+Z£~(yk—xk) <e-(c—a+1)

k=1

v
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HDI, Teil (2)
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HDI, Teil (2)

Vorgehen
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|
HDI, Teil (2)

Vorgehen

F abs. stetig = F ist BV = F Linearkombination monotoner Funktionen,
deren Ableitungen intbar sind, also auch F’.
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HDI, Teil (2)

Vorgehen
F abs. stetig = F ist BV = F Linearkombination monotoner Funktionen,
deren AbIeitungen intbar sind, also auch F'.

= [ F'(x)dx, nach Teil (1) ist G abs. stetig und G’ = F’ f.il.
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HDI, Teil (2)

Vorgehen
F abs. stetig = F ist BV = F Linearkombination monotoner Funktionen,
deren AbIeitungen intbar sind, also auch F'.

= [ F'(x)dx, nach Teil (1) ist G abs. stetig und G’ = F’ f.il.
G F abs. stetlg mit (G — F)' =0 f.u., also nach Satz konstant
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HDI, Teil (2)

Vorgehen

F abs. stetig = F ist BV = F Linearkombination monotoner Funktionen,
deren AbIeitungen intbar sind, also auch F'.
= [ F'(x)dx, nach Teil (1) ist G abs. stetig und G’ = F’ f.il.

G F abs. stetlg mit (G — F)' =0 f.u., also nach Satz konstant
G = F = Beh.
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Vielen Dank fir die
Aufmerksamkeit!

Soli deo gloria!
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