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Definition
K kompakter topologischer Raum,

C(K) :={f : K — R| f stetig}

[|f||co :=sup{f(x)| x € K}

ist ein normierter Vektorraum

Definition
V normierter Vektorraum:

V/:={T| T:V — R linear und stetig}

heiBt Dualraum
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Beispiel
Komponentenfunktionale im V = R"”
T.:R" >R (ie{1,...,n})

X =(x1,. ., xn)" = Ti(x) = x;

Beispiel
fur T € C(K)

o Funktionauswertungen
Ti(f) = f(a) Vae K

@ Integralbildungen mit u BorelmaB auf K

Tz(f):/Afdu VA € B(K)

v
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Definition
(Q,X) Messraum, i : Q — R signiertes MaB, wenn
g, - 0 X — R>o MaBe:

1= pg — pe

Definition

(€2, %) Messraum mit B(K) C I,

p: X — R>o reguldres MaB, wenn VA € ¥:
o u(A) =sup{p(L)] LC A, L kompakt}
o u(A) =inf{u(U)] AcC U, U offen}

Lemma
Q kompakt und metrisch, p endliches BorelmaBB = v regular.
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Definition
T € C(K)' heiBt positiv wenn

f>0= T(f)>0

Lemma
VT € C(K) 3T_, T4 € C(K)' positiv :

T=T,-T_

Lemma
T € C(K)' positiv = monoton

f<g=T(f)<T(g)
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Satz (Rieszscher Darstellungssatz)

VT € C(K)' 3 regulires signiertes BorelmaB . :

T(f):/Kf di
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Satz (Rieszscher Darstellungssatz)

VT € C(K)' 3 regulires signiertes BorelmaB . :

T(f):/Kf s

@ Intuitiv:
pA) = [ tadnd T AeB(K)

Problem:

iLA. 14 ¢ C(K) = T(1a) nicht definiert!
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o Losung:(OBdA T positiv)
Approximation von 1 4 durch stetige Funktionen f > 0
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o Losung:(OBdA T positiv)
Approximation von 1 4 durch stetige Funktionen f > 0
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o Losung:(OBdA T positiv)
Approximation von 1 4 durch stetige Funktionen f > 0

o w (L) :=inf{T(f)| f>1,, feC(K)} VL C K kompakt
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o Losung:(OBdA T positiv)
Approximation von 1 4 durch stetige Funktionen f > 0

K

o w (L) :=inf{T(f)| f>1,, feC(K)} VL C K kompakt
o Regularitatsbedingung:

wx(A) = sup{u.(L)| L C A, L kompakt} VAC K
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o Konstruiert: z1, : P(K) — R>o

Wir suchen:
p o B(K) = R>o MaB,

w erfillt
T(f):/fd,u Vf € C(K)
K
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Konstruiert: p, : P(K) = R>o

Wir suchen:
p o B(K) = R>o MaB,

w erfillt
T(f):/fd,u Vf € C(K)
K

Benutze einen der Fortsetzungssitze von Carathéodory
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Satz (Fortsetzungssatz)
Ist p duBeres MaB iiber K mit:
o u(LliULy) = p(Lly)+ p(Lz) VL, Ly C K kompakt, disjunkt
o u(A) = inf{u(U)| AC U, Uoffen} VYACK
o u(U) =sup{n(L)| L C U, L kompakt} YU C K offen
Dann ist 1|93k ein MaB.

zur Erinnerung: duBeres MaB
o 1u(0)=0
o u(A)<u(B) ACBCK
® Unen An) < Xnen #(An)  (An C K Vn e N)
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Vorgehen
@ Betrachte
w*(A) == inf{u(U)] AC U, U offen} (1)
o Zeige p*(L) = p«(L) VL C K kompakt
und p*(U) = u(U) YU C K offen
= 1" (U) = sup{u«(L)| L C U, L kompakt} (2)
= p (L) == inf{T(f)| f > 1, f e C(K)} (3)
@ 3 Beweisschritte: , .
T()Z L € K kompakt & U € K offen & A € K beliebig
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zur Erinnerung
w* (L) == inf{T(f)| f > 1., fe C(K)} (1) }

o u(LiULly)=p(L1)+ p(l) VL1, Ly C K kompakt, disjunkt

Beweis.
Teilbeweis

1 (L U L) < p*(Ly) + (L) -

SeifiZ]lLla f22]lL2 = f1+f22]lL1UL2

D (LUL) < TR + ) = T(R) + T(f)
D (L U L) < (L) + p* (L)
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@ Erhalten BorelmaB:

p= "l (k)
z.Z.: p erfiillt:

T(f):/deu v € C(K)
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@ Erhalten BorelmaB:

= p1"ls(k)
z.Z.: p erfiillt:
T(F) :/ fdu  VFfe C(K)
K
Lemma
W erfiillt:

p(U) =sup{T(f)|0<f <1y, feC(K)} VUCK offen
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Beweis: Rieszscher Darstellungssatz
[OBdA: T positiv] f > 0 € C(K) = f beschrankt
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Beweis: Rieszscher Darstellungssatz
[OBdA: T positiv] f > 0 € C(K) = f beschrankt

e { /
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Beweis: Rieszscher Darstellungssatz
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Beweis: Rieszscher Darstellungssatz
o (Ki={f=x})
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Beweis: Rieszscher Darstellungssatz

o (Ki={f>x})

XX 4 - —_—
. . ‘ . ‘ fi

0 1 L !
K i

X X V -~ ; ‘
0 Kig

1
I, < ——Ffi<lg_, Vie{l.n}
Xi — Xi—1

o (xi —x-1)(Ki) < T(fi) < (i — xi—1)pu(Ki-1)

zur Erinnerung
(L) = inf{T(F)| £ > 11, f € C(K)}
p(U) =sup{T(F)|0< F <1y, feC(K)}
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Beweis: Rieszscher Darstellungssatz

o (xi —xi—1)u(Ki) < [i fi dp < (% — xi—1)n(Ki-1)
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Beweis: Rieszscher Darstellungssatz

o (xi —xi—1)u(Ki) < [i fi dp < (% — xi—1)n(Ki-1)

@ Summiere alle Ungleichungen

>

Z(X/ Xj— 1 K) < T Z(XI Xi— 1 Ki- 1)

n

_Z( = xi—1)p(K /fdu<z xi — xi—1)(Ki-1)
:>|/fdu Tf)]<z — s )(Ki1\K)

<e p(K)='0
(Ki1\Ki = {xi-1 < f < xi})
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Beweis: Rieszscher Darstellungssatz

Fall f € C(K) bel. (nicht notwendig > 0):

e C(K): f=Ff —Ff

T@:U@—UHZA&W—AﬂW:AfW
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Beweis: Rieszscher Darstellungssatz

@ Gesehen: Rieszscher Darstellungssatz fiir T positiv.
e Nun: T € C(K) bel.
T(f) = T4(f) = T-(f)
= [ fduy— [, fdu_
= [ fr d(py —p-)  Vf e C(K)

Setze = piy — p— (signiertes MaB).
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AbschlieBende Bemerkungen

@ T — u ist wohldefiniert
e T — p bijektiv, d.h.
C(K) = M(K)
wobei M(K) Raum der signierten, reguldren BorelmaBe iiber K

e T — p isometrisch bzgl.(C(K)',|| - ||o) und (M(K),|| - ||v)

> ||+ Ilo Operatornorm bzgl. (C(K),| - ||ac) und (R. |- )

> ||ullv = p(K) + p—(K) Variationsnorm
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