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Problemstellung

Motivation
O ) auf B(R) als intuitives MaB
© nicht Borel-messbare Mengen
© Erweiterung auf P(R) moglich?
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Problemstellung

Motivation
O ) auf B(R) als intuitives MaB
© nicht Borel-messbare Mengen
© Erweiterung auf P(R) moglich?

Einschrankungen

© keine o-Additivitat: sonst existiert messbare Menge mit
nicht-eindeutigem Inhalt (vgl. Vitali-Menge)

@ auf P(R) fiir d > 3 nicht méglich: Banach-Tarski-Paradoxon
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Begriffe aus der Funktionalanalysis

Sublinearform
p: V= R, falls

a) p(Ax) = Ap(x) VA>0,xeV
b) Dreiecksungleichung

Beispiel: Jede Norm auf RY.
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Begriffe aus der Funktionalanalysis

Sublinearform

p: V= R, falls

a) p(Ax) = Ap(x) VA>0,xeV
b) Dreiecksungleichung

Beispiel: Jede Norm auf RY.

Lineares Funktional
Abbildung V — K linear, V normiert J

Beispiel: f(x) := (x|y) fiir festes y.
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Satz von Hahn-Banach

Aussage

V R-VR, U Unterraum, p: V — R sublinear,
¢: U — R linear mit ¢ < p auf U
Dann existiert lineare Fortsetzung ® von ¢ mit ® < p auf V.
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Beweis

Schrittweise Erweiterung

Zuerst zeigen: Ist dimV/ \ U = 1, so existiert eine Fortsetzung.
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Beweis

Schrittweise Erweiterung

Zuerst zeigen: Ist dimV/ \ U = 1, so existiert eine Fortsetzung.

Lemma von Zorn

(A, <) # 0, teilweise geordnet. Jede totalgeordnete Teilmenge besitze ein
Maximum.

Dann existiert ein maximales Element in A.
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Beweis

Schrittweise Erweiterung

Zuerst zeigen: Ist dimV/ \ U = 1, so existiert eine Fortsetzung.

Lemma von Zorn

(A, <) # 0, teilweise geordnet. Jede totalgeordnete Teilmenge besitze ein
Maximum.

Dann existiert ein maximales Element in A.

Anwendung des Lemmas von Zorn

A::{(W,LW):

W Unterraum von V mit U C W
Lw: W — R linear mit Ly < pyw, Lwju =1 J’
mit der Ordnung: (Vl, L\/l) < (Vg, LVz) = Vi C Vo, LV2|V1 = L\/l.

Fiir totalgeordnetes B := {(Vi,Ly,) : i € I} C A definiere
V = Uiel V,', L\/(X) = L\/,.(X) fir x € V,(I € /)
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Definitionen aus der MaBtheorie |

Ring

R C P(), falls

a) PeRrR

b) ABeR=AUB, A\B€R

= = = = E DaAr
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Definitionen aus der MaBtheorie |

Ring

R C P(Q), falls

a) PeRrR

b) ABeR=AUB, A\BeR

Inhalt
v: R — R, wobei R Ring, falls
a) v(0)=0

b) W(E) < v(F) YE, FER, ECF
c) (EUF)=v(E)+v(F) VE, F e R disjunkt
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Definition aus der MaBtheorie Il

3N Nullmenge, aber N ¢ B(RR). Deswegen:

Lebesgue-o-Algebra
a(B(R) UN), wobei N' Menge aller Nullmengen J

Bemerkung: Jede Nullmenge Lebesgue-messbar.
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Hauptsatz

Aussage

V' Menge der beschrankten Funktionen f: R — R, Periode 1
= 3L: V — R linear mit

a) L(f) = f(o,l] fd\  V Lebesgue-messbare f € V
b) L(f(x + xo0)) = L(f(x)) Vxo € R
c) L(f(1—x)) = L(f(x))
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Beweis Hauptsatz

Struktur
@ Voraussetzungen Hahn-Banach: Majorisierende Sublinearform
@ Hahn-Banach auf ¢(f) := f(o 1

o L(f) := 3(P(f(x)) + ®(f(1 — x))), Eigenschaften nachrechnen

fd\ anwenden = Fortsetzung ¢
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Beweis Hauptsatz

Definition der Sublinearform

a1, an €R = M(fia,. .. an) = tsup e 20 F(x + ;)
p(f) ==inf M(f;a1,...,an)  ¢(f) = f(o,l] fd\

Dar
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Beweis Hauptsatz

Definition der Sublinearform

a1, an €R = M(fia,. .. an) = tsup e 20 F(x + ;)
p(f) :=inf M(f;a1,...,a,) o(f) = f(071] fd A

Satz von Hahn-Banach

V R-VR, U Unterraum, p: V — R sublinear,

¢: U — R linear mit ¢ < p auf U

Dann existiert lineare Fortsetzung ® von ¢ mit ® < p auf V.
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Beweis Hauptsatz

Definition der Sublinearform

a1, an €R = M(fia,. .. an) = tsup e 20 F(x + ;)
p(f) :=inf M(f;a1,...,a,) o(f) = f(071] fd A

Satz von Hahn-Banach

V R-VR, U Unterraum, p: V — R sublinear,

¢: U — R linear mit ¢ < p auf U

Dann existiert lineare Fortsetzung ® von ¢ mit ® < p auf V.

Voraussetzungen Hahn-Banach priifen

© Majorisierung

o(f) = f(071] fd)\ = %27:1 f(0,1] f(x+a;) <= M(f;a1,...,a,)
wegen Linearitdt und Periodizitat

Q p(f +g) < p(f)+p(g) +2¢

v
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Beweis Hauptsatz: Eigenschaften von L |

L(f) = 3(®(F(x)) + S(F(1 - x)))

Punktsymmetrie
L(f(1—x)) = L(f(x))

Nach Definition.

Ubereinstimmung mit Lebesgue-Integral

Weil ¢(f(x)) = f(o,l] f(x)d\ = f(o,l] f(1—x)d\ = ¢(f(1 — x)).

Nichtnegativitat
f>0=L(f)>0

Ausnutzen der Mayorisierung durch p
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Beweis Hauptsatz: Eigenschaften von L Il

L(f) = 3(®(F(x)) + S(f(1 - x)))

Translationsinvarianz
L{F(x+ x0)) = L(F(x)) J

Hilfsfunktion g(x) := f(x + x0) — f(x), Ausnutzen von p.
Somit ®(g) = 0. Also @ translationsinvariant.
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V Menge aller beschr.

Funktionen, Periode 1

3L: V — R linear :

a) Nichtnegativitat

b) Ubereinstimmung mit
Lebesgue-Integral

c) Translationsinvarianz

d) Punktsymmetrie

Auf P((0,1]) Juv:

a) Nichtnegativitat

b) Ubereinstimmung mit
LebesguemaB

c) Translationsinvarianz

d) Punktsymmetrie

e) V(EUF)=v(E)+v(F)
VE, FeP((0,1])
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V Menge aller beschr.

Funktionen, Periode 1

3L: V — R linear :

a) Nichtnegativitat

b) Ubereinstimmung mit
Lebesgue-Integral

c) Translationsinvarianz

d) Punktsymmetrie

Auf P((0,1]) Juv:

a) Nichtnegativitat

b) Ubereinstimmung mit
LebesguemaR

c) Translationsinvarianz

d) Punktsymmetrie

e) V(EUF)=v(E)+v(F)
VE, FeP((0,1])

Sei E C (0,1]. xg: (0,1] — {0,1} periodisch auf R fortsetzen. Sei fg die

Fortsetzung. Dann f € V.
Definiere v(E) := L(fg).

Endliche Additivitat wegen xeur = xe + xr fiur E, F disjunkt.
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Konstruktion des Inhalts auf P(R)

o0

1(A) =

k=—o00

> w((An (k k+1]) — k)

VAc P(R)
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