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5. In dieser Aufgabe diskutieren wir die Warmeleitungsgleichung auf dem Intervall [0, 7] mit
Neumann Randbedingungen.

up(t, 1) = Uge(t, ) t>0,ze(0,m) (DGL)
(WLG) ug(t,0) =ugy(t,m)=0 t>0 (RB)
u(0, ) = up(x) z €[0,7] (AW)

(a) Vorbemerkung: Aus der Grundvorlesung iiber Hilbertrdume und Fouriertransfor-
mation ist bekannt, dass die Folge der Fourierkoeffizienten einer 2m-periodischen
stetigen Funktion f : R — R in 2 liegt. Zeige: Ist f € C'(R) und 27-periodisch, so
ist die Folge ihre Fourierkoeffizienten in ¢'.

Hinweis: Vergleiche die Fourierkoeff. von f und f’ und verwende die Cauchy-Schwarz-Ungleichung.

(b) Zeige, dass die Funktionen uy(t, ) := e "' cos(nz), n € No, das Randwertproblem
16sen, d.h. dass u, € C%2((0,00) x (0,7)) N C(]0,00) x [0,7]) und die Bedingungen
(DGL) und (RB) erfiillt.

(c) Es sei ug € C*0, 7] mit v'(0) = «/(7) = 0. Bestimme geeignete Konstanten a,, € R,
n € INp, sodass

u(t,x) = Z anun(t,z) (t >0,z €[0,7])
n=0

ein Element aus C([0, 00) x [0, 7]) N C12((0, 00) x (0, 7)) und Losung von (WLG) ist.
(d) Es sei u € C([0,00) x [0,7]) N C12((0,0) x (0,7)) eine Losung von (WLG). Zeige,
dass die Gesamtwiirme W (t) := [ u(t, ) dz unabhéingig von ¢ > 0 ist.
(e) Zeige, dass es fiir alle uy € C([0,00) x [0, 7]) hochstens eine Losung u € C(]0, 00) %
[0, 7]) N CH2((0,00) x (0,7)) von (WLG) gibt.
Hinweis: Untersuche das zeitliche Verhalten der Energie E(t) = L [T u?(t,z) d.
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6. In dieser Aufgabe diskutieren wir die Laplacegleichung auf einem Rechteck. Es sei [ > 0,
Q= (0,7) x (0,1) und g € C([0,7]) mit g(0) = g(7) = 0. Wir suchen u € C?(2) N (),

sodass
Au(z,y) =0 (x,y) € Q
w(0,y) =u(m,y) =0 yel0,]
D9 Y w0y = 0 z € [0,7]
u(z,l) = g(x) x € [0, ]

(a) Finde durch Trennung der Variablen eine Losung von D(g) fiir einen Randwert g
der Form g(x) = >_}", by sin(kzx).

(b) Bestimme eine Losung von D(g), falls g € C1([0,7]).

(c) Zeige, dass es hochstens eine Losung von D(g) gibt.

Die Ubungsblitter sowie aktuelle Informationen sind unter folgender Adresse verfiigbar:

http://wuw.uni-ulm.de/mawi/iaa/courses/ss12/pde2012.html




