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14 Punkte

Übungen zu den Elementen der Funktionalanalysis Blatt 9

23. Es sei ek(t) := 1√
2π
eikt die kanonische Orthonormalbasis von L2(0, 2π) und

F : L2(0, 2π)→ `2(Z)

die durch f 7→ (〈f, ek〉)k∈Z gegebene bijektive Isometrie. Die Abbildung F heißt auch
diskrete Fouriertransformation und f̂(k) = 〈f, ek〉 der k-te Fourierkoeffizient von f . Aus
der Vorlesung ist bekannt, dass f =

∑
k∈Z f̂(k)ek in L2(0, 2π).

Es sei `1,2(Z) := {(xk) ∈ `2(Z) : (kxk) ∈ `2(Z)}.

(a) Zeige, dass für alle u ∈ H1
per(0, 2π) die Folge ihrer Fourierkoeffizienten (û(k))k∈Z in (3)

`1,2(Z) liegt.

(b) Zeige, dass es für alle (xk) ∈ `1,2(Z) eine Funktion v ∈ H1
per(0, 2π) gibt, sodass (3)

v̂(k) = xk für alle k ∈ Z mit k 6= 0.

Hinweis: Betrachte eine Funktion mit Fourierkoeffizienten (ikxk) und deren Stammfunktion.

(c) Zeige, dass FH1
per(0, 2π) = `1,2(Z). (2)

24. Es seien a < b und f, g ∈ H1(a, b). Zeige, dass die Formel des partiellen Integrierens (6)∫ b

a
f(t)g′(t) dt = f(t)g(t)|bt=a −

∫ b

a
f ′(t)g(t) dt

gilt und schlussfolgere, dass f · g ∈ H1(a, b) mit (fg)′ = f ′g + fg′.
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