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16 Punkte

Übungen zu Maßtheorie Blatt 1

1. Bestimme alle σ-Algebren auf der Grundmenge Ω = {♣,♠,�}. (2)

2. Es seien Σ und Σ′ σ-Algebren auf einer Grundmenge Ω sowie S,S ′ ⊂ P(Ω). Zeige oder (4)

widerlege:

(a) Σ ∪ Σ′ ist eine σ-Algebra auf Ω.

(b) Σ ∩ Σ′ ist eine σ-Algebra auf Ω.

(c) Es sei σ(S) = Σ und S ⊂ Σ′. Dann ist Σ ⊂ Σ′.

(d) Es sei σ(S) = Σ und σ(S ′) = Σ′. Dann ist σ(S ∩ S ′) = Σ ∩ Σ′

3. Zeige, dass B(R) = σ(S) für die folgende Teilmengensysteme S ⊂ P(R).
(2)

(a) S = {(a, b) : −∞ ≤ a < b ≤ ∞}

Hinweis: Schreibe jede offene Menge als Vereinigung von (a, b) mit a, b ∈ Q. (2)

(b) S = {[a, b) : −∞ < a < b ≤ ∞}

Hinweis: Benutze Aufgabenteil (a). (2)

(c) S = {K ⊂ R : K kompakt }

4. Für eine Mengenfolge (An)n∈N ⊂ P(Ω) auf einer Grundmenge Ω definieren wir

lim sup(An) :=
⋂

n∈N

⋃

k≥n

Ak

sowie
lim inf(An) :=

⋃

n∈N

⋂

k≥n

Ak.

Wir sagen, dass eine Mengenfolge (An) ⊂ P(Ω) gegen eine Grenzmenge A ⊂ Ω konver-
giert, falls

A = lim inf(An) = lim sup(An).

(a) Zeige, dass für jede Folge (An) ⊂ P(Ω) stets lim inf(An) ⊂ lim sup(An). (1)

(b) Es sei (An) ⊂ P(Ω) sodass entweder An ⊂ An+1 für alle n ∈ N (man sagt, die Folge (1)

(An) ist monoton wachsend) oder An ⊃ An+1 ((An) ist monoton fallend). Zeige,
dass (An) konvergiert und bestimme ihre Grenzmenge.

(c) Es sei Ω = N. Entscheide, ob nachstehende Mengenfolgen konvergieren und bestim- (2)

me ihre Grenzmenge.

• An := {k ∈ N : n teilt k}.

• An := {k ∈ N : k ist Primteiler von n}.

Die Übungsblätter sowie aktuelle Informationen sind unter folgender Adresse verfügbar:

http://www.uni-ulm.de/mawi/iaa/courses/ws11/mass11.html


