Kapitel III Funktionen in mehreren
Veranderlichen

§ 1 Einleitung: Geometrische
Interpretationen

A: Funktionen f:IR— IR
f: M — IR, M C IR Graph: {(f

gegebene Kurve.

X
i

)):xEM} C IR? : explizit

Legt man andere Koordinaten zugrunde, so sind andere geometrische Inter-
pretationen moglich. Ein wichtiges Beispiel sind Darstellungen iiber Polarko-
ordinaten:

kartesisch <« ( ; ) in Polarkoordinaten.

Offensichtliche Transformationsformeln:

r=rcosp, y=rsiny bzw.

r=+a?+y? tanp = Ly
x
Beschreibung in Polarkoordinaten:
. r(p)cose
v — () = Graph: {( r(c5) sin ¢ ) NS M}, z.B.

e r(p)=r 0< ¢ <27: Kreisum 0 mit Radius r

e 7(p) =7, 0< ¢ <67m: derselbe Kreis, dreimal durchlaufen.




e 7(p)=¢, p€[0,00) Archimedische Spirale

e Spi

trchimedische Spirale
0
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o 7(p) =+/|cos2¢|, 0 < ¢ <27 : Lemniskate
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RO

Die Beispiele zeigen: Kurven im IR? sind u.U. in Polarkoordinaten explizit
dargestellt, wohingegen das kartesisch nicht immer gelingt, s.Kreis:

r(¢) =1 baw. y =12 — a2

B: Funktionen ~: R — IR"
Einige Beispiele:

cost
sint

e 7:[0,27] — R? ~(t) = ( ) Einheitskreislinie

0 1 0
e VR ~t)=| 0 | +¢t]| O Gerade durch 0 mit
1 1 1
1
Richtungsvektor 0
1 )
rcost
o v :[0,4r] — IR®, ~v(t) = | rsint | (r,h > 0 fest) Schraubenlinie
ht

mit vier Umdrehungen




Definition:

Eine Funktion ~ : I — IR", I C IR ein Intervall, notiert in der Form
Ti(t)
v(t) = : , fiir die alle Komponentenfunktionen ~;(t), 1<i<n

Y (t)
stetig sind auf I nennen wir eine (parametrisierte) n— dimensionale Kurve.

Im Falle I = [a,b] heiit 7(a) der Anfangspunkt, ~(b) der Endpunkt
von <. SchlieBlich heiBt v geschlossen, falls y(a) = v(b) gilt.

Wir nennen ~ glatt, falls alle Komponenten differenzierbar sind, und in
M(t)

diesem Fall nennen wir 5(t) := : (Punktnotation ist hier tiblicher
Yu(t)

als die Strichnotation der Ableitung) den Tangential- oder Geschwin-

digkeitsvektor von 7. Wir nennen ~ stiickweise glatt, falls I = [a, ]

und falls es eine Zerlegung Z : a =ty < t; < ...ty = b von [a,b] gibt

mit vy € Cy[t,_1,t,) Yv=1,...k i=1,...,n. In diesem Falle nennen wir

b b

= / Isfoll dt( = / Vit A2 dt) die Bogenliange von .

Bemerkungen und Beispiele:

T
(i) Wir benutzen fiir = = : € IR" die Euklidische Norm

Tn

" 1/2
e = <Zx?) |
=1

. interpretierbar als Durchschnittsgeschwindigkeit im

Y(t+h) —~(t)

(i)
h

Intervall [¢,t+4 h|, geometrisch: Sekantenlage = 4(t) ist interpertier-

bar als Momentangeschwindigkeit mit Tangentiallage.

Ist Z :a =1t < ...<ty => eine Zerlegung von [a,b], so ist

Z |lv(t;) — v(t;i—1)]| die Lénge des Polygonzuges zwischen den Punk-

ten y(to), v(t),...,v(ta). = L(7) = Z lv(t:) =y (tim1) || =

)
ZH Bt H<t—tu+/rw |

2
(iii) Beispiel: Kreis: ~(t) = ( TCQSt ) , 0<t <21 = L(v) :/ | ( B
0

rsint
27
/ rdt = 2mr.
0

rsint
rcost

Y=



(iv)

explizite Kurve: ~(t) = ( f(tt) ) ,a<t<b=L(y)= /b V14 f2(t) dt.

C: Funktionen f:R"— R

Definition:
Gegeben sei f: M — IR, M C IR"™.

(1)

(i)

(iii)

Fir ¢ e R heiBt N,:={z € M : f(z) =c} die Niveaumenge von
f zum Niveau c;

G(f) = {( fg;) ) [T € M} hei3t der Graph von f ;

3]
Fiir festes a = : heifit die reelle Funktion
an
fi — flar,...,a;-1,2,a;41,...,a,) die i-te partielle Funktion von

f bei a. (Dabei sei der Definitionsbereich von f; so gewéhlt, dass
(al, ey @1, T, gy - - ,CLn) eM gllt fir alle x € D.

Ist allgemeiner v € IR™ ein fester Vektor der Lange 1, i.e. |jv]| =1,
so nennen wir f, : t — f(a+tv) (t so, dass a+tv € M gilt) die
Richtungsfunktion von f bei a in Richtung v .

Bemerkungen:

(i)

Im Falle n = 2 ist der Graph von f eine explizite Fliche im IR3.
Die Niveaumengen N, sind als Hohenlinien interpretierbar. Es han-
delt sich dabei um implizit gegebene Kurven. Die Analyse von N,
und/oder den partiellen Funktionen erlaubt oftmals eine geometrische
Interpretation.

Beispiel: f(z,y) = 2? +y* N, = {( 5 ) ca? 4yt = c} =
falls ¢ <0
Ursprungskreis mit Radius /¢ falls ¢ > 0

partielle Funktionen, von (8) aus:  fi(z) = f(z,0) = 22 und

fa(y) = f(0,y) = y* : Parabeln; Richtungsfunktion von ( 8 > aus

1/\&)

n _ . Ly Ly
in Richtung Nordost, also v = (1/\/§ s fu(t) = Sttt ot =17,

2 2
ebenfalls parabolisch. G(f) hat die Form eines Rotationsparaboloids.




(iii) Beispiel: f(x,y) = /2?24 y?> : N. =0, falls ¢ < 0 bzw. ein

Ursprungskreis mit Radius ¢ im Falle ¢ > 0. partielle Funktionen

bei (1 )+ file) = .00 = lab ) =lol s G(P): Kogel

3
(iv) Beispiel: f(x,y) =3z —2y+ 1: N, : Geraden mit Steigung 2
G(f): Ebene im [R?

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

(v) Beispiel: f(x,y) =+/1—a%2—y?: N.: Kreis (0 <c¢<1); f(z,0) =
v1—22; f(0,y) = /1 —9y?: Halbkreise; G(f) : obere Hélfte der
Einheitskugel.

(vi) Fiir n > 3 versagt unsere Anschauung. Lediglich fiir n = 3 besitzen
die Niveaumengen N, noch Interpretationsmoglichkeit als Hohenflachen
(implizit gegebene Flichen im IR®), z.B. f(z,y,2) = 2?2 + y* + 22 :
N.: Kugeln um 0.

D: Funktionen 7 : IR" — IR"

e Lineare Abbildungen: 7 :z — Az, A gegebene (n,n)— Matrix (vgl.

Lineare Algebra), z.B. A = ((1) _01 ) : Drehung um g; A =

. 1 0 0

cosp —singp .

( sinp  coso ) : Drehungum ¢, A=1 0 1 0 . Spiegelung
00 -1

an der x — y -Ebene.

Matrixmultiplikation entspricht der Komposition; 7' ist bijektiv <=

A st regular mit 7' : 2z — A7 'z; |det A| = Fliachen- bzw. Volu-

menverhaltnis von Bildfiguren zu Originalfiguren.



e Nichtlineare Abbildungen 7T : IR" — IR", z.B.

(i) T: ( " ) — < rese ) (Polarkoordinaten) bijektiv zwischen

® 7 sin @
(0,00) x [0,27) und 2\ ( 8)
r T
(ii) Kugelkoordinaten im R*:T: | ¢ | = | y | mit
v z

T =T Cos pcost
y = rsin @ cos v
z =rsind

( r: Abstand vom Ursprung; ¢ : Léngengrad, ¢ : Breitengrad)
. bijektiv zwischen (0, 00) x [0, 27) X (—g, g) und

0 0 0
IR3\ o].lo].,]l o
0 1 —1

Fazit: Solche Abbildungen T sind meist Koordinatentransformationen.

E: Funktionen 7 : R? — IR?

konnen wir auffassen als (parametrisierte) Flichen im IR3, z.B.

1 0 1
e F(s,t) = 0 | +s| 1 |+t 3], (s
0 1 1

: Ebene durch

s,t) € IR
1 0 1
0 mit Richtungsvektoren 1 und 3 1.
1

0 1
cos p cos ¥ . .
o F(p,0)=| sinpcos?d < p<m, . <P < 5 Oberflache
sin ¢

der Einheitskugel

(24 cosv)cosp
o Flp,)=| (2+cost)sing |, -7 <, <7: Torus

sin )




(2 + scost) cos 2t

o F(s,t)=| (2+scost)sin2t |, 0<s<1,0<t<27: Mobiusband
ssint
T
o F(x,y)= Yy ., f:M — IR, M C IR?: explizite Fliche

f(z,y)



