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68. Entscheide, ob folgende Vektorfelder f : G — R"™ Gradientenfelder sind und bestimme ggf.
eine Stammfunktion von f auf G. Berechne auflerdem f,y f fiir die jeweils angegebene(n)
Kurve(n) 7.

(a) Essein =3, G = {(z,y,2)T € R® : y > 0}, v : [0,27] — G gegeben durch
y(t) := (cost,2 + sint, t)T sowie

z
f(z,y,2) = (22, Sty 2mte 10gy> :
Y

(b) Es sei n = 2, G = R?\{(0,0)”} und f(z,y) := (ﬁ,ﬁ) Dazu seien die

Kurven
v:[0,3/2-7] = G, 4(t) := (sint, cost)”
und
v [0,1] = G, () == (=, 1= )"
gegeben.

Loésung:
(a) Die Menge G ist sternformig und f erfiillt die Integrabilitdtsbedingungen

gxf; = gi fiir alle 4,5 € {1,2,3}.

Somit ist f ein Gradientenfeld. Jede Stammfunktion ist von der Form
F(z,y,2) = x2” + € logy + ¢(x,y)

mit ¢ : R? — R differenzierbar. Da F, = 22, ist ¢ unabhiingig von z. Aus der Bedingung
F, = e*/y + y erhalten wir, dass ¢ von der Form ¢(z,y) = y*/2 + ¢ fiir eine Konstante ¢

ist. Also ist z.B. )

F(z,y,2) = 22> + e*logy + %

eine Stammfunktion von f. Fiir das Kurvenintegral ergibt sich somit

/ f=F(H(2r) - F(v(0) = F(1,2,27) — F(1,2,0) = 472 + ¢*™ log 2 — log 2.
ol

(b) Obwohl f den Integrabilitdtsbedingungen geniigt, ist f kein Gradientenfeld, denn — wie in
der Vorlesung gesehen — ergibt sich fiir das Integral iiber den geschlossenen Weg

7[0,27] = G, ~(t) := (sint, cost)”

© 2014 Universitat Ulm



27 ™
. cost o _
/yf_/o (—cost,sint) <—sint) dt—/o —1dt = —2m # 0.

Integriert man iiber den in der Aufgabenstellung angegebenen Bereich von 0 bis %TF, SO

erhélt man s
T 3
0 0 2

Fir die zweite Kurve erhalten wir
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