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23. Es sei K ein kompakter topologischer (oder metrischer) Raum und T : C(K) → C(K)
linear mit folgender Eigenschaft: Für alle fn, f ∈ C(K) gilt

lim
n→∞

∣∣∣∣∫
K

(fn − f) dµ

∣∣∣∣ = 0 ∀µ ∈M (K) ⇒ lim
n→∞

∣∣∣∣∫
K

(Tfn − Tf) dµ

∣∣∣∣ = 0 ∀µ ∈M (K).

Zeige, dass T stetig ist.

24. Es sei E ein reeller Banachraum und E+ ein abgeschlossener Kegel in E, d.h. E+ 6= ∅,
λE+ ⊂ E+ für alle λ ≥ 0 und E+ + E+ ⊂ E+. Ein Funktional ϕ ∈ E′ heißt positiv (bzgl.
E+), falls ϕ(x) ≥ 0 für alle x ∈ E+.

(a) Zeige, dass die Abbildung pE : E → [0,∞), pE(x) := dist(x,−E+) sublinear ist.

(b) Zeige, dass ein Funktional ϕ ∈ E′ genau dann positiv ist, wenn es ein c > 0 gibt
mit ϕ(x) ≤ cpE(x) für alle x ∈ E.

(c) Es sei F ⊂ E ein abgeschlossener Unterraum und F+ := F ∩ E+. Für alle x ∈ F
gelte zudem pF (x) := dist(x,−F+) = pE(x). Zeige, dass jedes bzgl. F+ positive
Funktional ϕ ∈ F ′ zu einem bzgl. E+ positiven Funktional Φ ∈ E′ mit ‖Φ‖ = ‖ϕ‖
fortgesetzt werden kann.

25. In dieser Aufgabe wollen wir den Satz von Hahn-Banach auf komplexe Vektorräume ver-
allgemeinern. Sei dazu E ein komplexer Vektorraum und F ⊂ E ein Untervektorraum.

(a) Zeige, dass eine Abbildung ϕ : E → C genau dann C-linear ist, wenn es eine
R-lineare Abbildung τ : E → R gibt mit ϕ(x) = τ(x)− iτ(ix) für alle x ∈ E.

(b) Es sei p : E → R sublinear und ϕ : F → C eine C-lineare Abbildung mit Reϕ(x) ≤
p(x) für alle x ∈ F . Zeige, dass es eine C-lineare Abbildung Φ : E → C gibt, sodass
Φ|F = ϕ und ReΦ(x) ≤ p(x) für alle x ∈ E.

Im folgenden sei E ein normierter komplexer Vektorraum.

(c) Es sei ϕ : E → C eine C-lineare Abbildung. Zeige, dass |ϕ(x)| ≤ ‖x‖ genau dann,
wenn |Reϕ(x)| ≤ ‖x‖.

(d) Es sei ϕ ∈ F ′. Zeige, dass es ein Φ ∈ E′ gibt mit Φ|F = ϕ und ‖Φ‖ = ‖ϕ‖.

Bemerkung: K-linear bedeutet additiv und ϕ(λx) = λϕ(x) für alle λ ∈ K.

26. Bonusaufgabe: Es sei K ein kompakter topologischer (oder metrischer) Raum und
A1, A2 ⊂ K disjunkt und abgeschlossen. Zeige, dass es offene disjunkte Mengen V1, V2 ⊂
K gibt mit A1 ⊂ V1 und A2 ⊂ V2.
Bemerkung: Ein kompakter Raum ist nach Definition Hausdorff, d.h. für x 6= y existieren disjunkte

offene Mengen O, V ⊂ K mit x ∈ O und y ∈ V .

Die Übungsblätter sowie aktuelle Informationen sind unter folgender Adresse verfügbar:

http://www.uni-ulm.de/mawi/iaa/courses/ws13/fa.html


