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Übungen Dynamische Systeme: Blatt 14

33. Sei ∅ 6= G ⊂ R2 offen, sei f ∈ C1(G;R2) und sei û ∈ G ein Equilibrium von u̇ = f(u). Zeigen Sie, (3)
dass die folgenden beiden Aussagen äquivalent sind:

(i) û ist ein Sattelpunkt.

(ii) det f ′(û) < 0.

34. Sei U : R → R eine C2-Funktion, sei F := −U ′ und sei µ : R → [0,∞) eine C1-Funktion. Wir
betrachten die Differentialgleichung

(∗)

{
ẋ = v

v̇ = F (x)− µ(x)v,

die eine eindimensionale Bewegung eines Teilchens (mit Masse 1) in einem Kraftfeld F mit Reibung
µ beschreibt. Sei (x̂, v̂) ein Equilibrium von (∗).
(a) Zeigen Sie: (x̂, v̂) ist genau dann ein Sattelpunkt von (∗), wenn U ′′(x̂) < 0 gilt. (1)

Tipp: Überlegen Sie sich, welchen Wert v̂ haben muss und verwenden Sie Aufgabe 33.

(b) Es bezeichne f(x, v) die rechte Seite von (∗). Zeigen Sie: Es gilt genau dann s(f ′(x̂, v̂)) < 0, (2*)
wenn U ′′(x̂) > 0 und µ(x̂) > 0 gilt.

(c) Zeigen Sie: Wenn µ ≡ 0 gilt und (x̂, v̂) ein Sattelpunkt ist, dann gilt (2)

Ms ∪Mi ⊂ {(x, v) ∈ R2| 1
2
v2 = U(x̂)− U(x)};

hierbei bezeichnenMs undMi die stabile und die instabile Mannigfaltigkeit von (x̂, v̂), vgl.
Satz 6.1.

(d) Sei nun µ ≡ 0 und U(x) = cos2(x) für alle x ∈ R. Zeigen Sie, dass (x̂, v̂) := (0, 0) ein (3)
Equilibrium und ein Sattelpunkt ist und skizzieren Sie die MengenMs undMi für dieses
Equilibrium.

Übungsblätter sowie aktuelle Informationen unter
http://www.uni-ulm.de/mawi/iaa/courses/ws15/dynsys.html


