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Losungen Einfiihrung in die Variationsrechnung II: Blatt 2

4. Sei I C R ein offenes Intervall, seien p,q : I — R stetig und p(¢) > 0 fiir alle ¢ € I. Betrachten Sie
fiir tg € I die beiden Anfangwertprobleme

S =ar,  alt) =0 £0, ito) = o 1)
2
w= Y +q¢,  w(ty) =wp:= L?{?W (2)

Wir wollen den Zusammenhang zwischen den Nullstellen der Losung von (1) und dem Verhalten
der Losung von (2) untersuchen.
(a) Seiz:I — R eine Losung von (1) und J C I eine offenes Intervall, das o enthélt, und auf

dem z keine Nullstellen hat. Zeigen Sie: Dann ist w := ’;—i auf J eine Losung von (2).

Loésung: Unter den gegebenen Voraussetzungen erfiillt w offenbar die Anfangsbedingung
w(to) = wo. Auerdem rechnen wir sofort nach, dass

,7gpabi:c%(p;t)—p:b2:qx2—p:t2: 1 p%d w

T Atz x2 x2 q p z2 p’

(b) Sei w eine Losung von (2) auf einem offenen Intervall J C I, welches ¢y enthélt. Sei weiterhin
x:J — R die Losung des Anfangswertproblems

= Ex, x(to) = zp.
Zeigen Sie, dass x auf J keine Nullstellen besitzt und dass = auf J eine Lésung von (1) ist.

Lésung: Fiir ¢ € J sei F(t) := ftto ;)((:))

ds. Dann ist die Losung des Anfangwertproblems
= —u, x(tg) = xp.

offenbar durch z(t) = exp(F(t))zo (fiir t € J) gegeben (man beachte, dass die Losung
nach dem Satz von Picard-Lindelof eindeutig ist). Wegen xg # 0 hat x(t) keine Nullstellen.
Auflerdem ist x eine Losung des Anfangswertproblems (1), denn es gilt 2:(tg) = exp(0)zo = o,

z(tg) = ;E:S))I(to) = vg und

g( z) = g( 8:v) = E((,ugc) = wr +wi = (—w—Q—i— )x—i—ng— x

at P _dtpp ot N ) 4 p_q'

(¢) Wie in Teilaufgabe (a) sei « : I — R eine Losung von (1) und J C I ein offenes Intervall, das
to enthélt, und auf dem z keine Nullstellen hat.

AuBerdem sei nun r € I ein Randpunkt von J, sodass x(r) = 0 gilt. Zeigen Sie, dass fiir jedes
e > 0 gilt:

lim |r — ¢|'Tw(t) = 0
t—r
teJ

Tipp: Zeigen Sie zuerst, dass es keine Folge (t,) C J mitt,, — r und limsup,, ¢y % < 00

geben kann, weil ansonsten &(r) = 0 gelten miisste.

Losung: Sei € > 0. Angenommen, es gibe eine Folge J > ¢, — r und ein M > 0 mit
2l < Af fiir alle n € N. Dann wiirde

[r—tn|tte

— x(ty, . tn -
w| < limsup u t)‘ < limsup M|r —t,[* =0

n—o0 |T_ n| n—oo

o\ = |
()] = | lim ——



gelten. Damit wére aber x auf I eine Losung des Anfangswertproblems
SR =qr,  2() =0, #r)=0.

Weil dieses AWP auf I nur eine Losung besitzt, wiirde x = 0 auf ganz I folgen; dies widerspricht

aber x(tg) # 0.

Also ist —2)l gy jedes Folge J 3 t,, — r unbeschrinkt. Damit folgt

[r—t,|1te
t
7|x( )1|+€ =00, also lim
r—1 o |z(t)]

— t|it+e
=1,
t—r
teJ

Aus Teilaufgabe (a) wissen wir, dass w = % auf J eine Losung des AWPs (2) ist, und mit
Hilfe des Satzes von Picard-Lindel6f sieht man, dass dies die einzige Losung ist. Weil p und &
auf einer Umgebung von r beschrénkt sind, folgt fir t € J

| |7., _ t|1+€

|z(t)]

[ =t ()] = [p()a(t) =0 (t=r)

5. Wir betrachten diesselben Voraussetzungen wie in Aufgabe 4, nun aber im Spezialfall I = R, tg =0
und vy = 0. Zudem seien ¢ € R\ {0} und p > 0 konstant (d.h. die Anfangswertprobleme (1) und (2)
sind autonom).

(a)

Berechnen Sie die Losung des Anfangswertproblems (1). Welche unterschiedlichen Félle
ergeben sich in Abhéngigkeit des Vorzeichens von %? Diskutieren Sie die Nullstellen der
Losung!

(M

Lésung: Sei A\ = |%’ . Fir 1 > 0 ist die Losung von (1) durch z(t) = % (exp(At) +
exp(—At))zo = cosh(At)zo gegeben; es hat « in diesem Fall keine Nullstellen. Fiir 1 <0 ist
die Losung durch cos(At)zg gegeben; die Nullstellenmenge von x ist in diesem Fall gleich
(Z+ 3)m.

Finden Sie eine Losung des Anfangswertproblems (2) durch Trennung der Variablen! Achten
Sie beim Losen wieder auf das Vorzeichen von %!

Losung: Wir betrachten zuerst den Fall % > 0. An allen Stellen, an denen die rechte Seite
nicht Null ist, kénnen wir die Riccati-Differentialgleichung aus (2) umschreiben in

Partialbruchzerlegung und anschlieftende Integration liefern dann

1w g 1
7/ — + — dw = q(t — to)-

2Je 1=Um 1R

Es ist tp = 0 und wp = 0. Nach Berechnung des Integrals erhalten wir

1 w(t),_4 B
5\/]quog (== \/ﬁ) (1+ \/ﬁ)) = qt.

Schlielich 16sen wir die Gleichung nach w(t) auf. Es folgt w(t) = \/]Tq:;r;}ﬁg?), wobel wir wie

1 . . .
Zuvor \ = |%|§ gesetzt haben. Man beachte aber, dass wir nun noch nachpriifen miissen,

ob diese Losung tatsdchlich das AWP (2) erfiillt, denn wir haben bei unserer Rechnung
vorausgesetzt, dass 1 — ‘;’—; nicht Null ist. Man iiberzeugt sich aber leicht, dass unser Kandidat

fiir w tatséchlich (2) 16st.

Fiir den Fall % < 0 gehen wir analog vor und erhalten aus der Differentialgleichung

e

Vrlal

nach kurzer Rechnung, dass w(t) = —+/pl|q| tan(At) gilt. Diese Funktion ist auf dem maximalen
Losungsintervall (—7, 5 ) die Losung von (2).



(¢) Leiten Sie die Losung von (2) nocheinmal her, aber diesmal aus der Losung des Anfangswert-
problems (1) mit Hilfe der Formel aus Aufgabe 4 (i).

Losung: Fiir 1 > 0 hat  keine Nullstellen, also besitzt (2) auf ganz R die Losung w(t) =
a(t) sinh(At)

pa;(t) = VPlcosh(nt)

Fir % < 0 ist das maximale Interval J C R, welches t; = 0 enthélt, und auf dem z keine

Nullstellen besitzt, durch J = (=%, §) gegeben. Auf .J besitzt (2) die Losung

wlt) = ) = B =~V an(),




