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Lösungen Einführung in die Variationsrechnung II: Blatt 4

7. Sei I ⊂ R ein offenes Intervall, seien a, b ∈ I mit a < b und seien p, q : I → R zwei stetige Funktionen
und p(t) > 0 für alle t ∈ I. Betrachten Sie die Differentialgleichung

(∗) d

dt
(pẋ) = qx

und zeigen Sie: Wenn (∗) eine Lösung x1 besitzt, die die Eigenschaft x1(t) > 0 für alle t ∈ (a, b]
erfüllt, dann besitzt (∗) auch eine Lösung x2, die die Eigenschaft x2(t) > 0 für alle t ∈ [a, b] erfüllt.

Tipp: Sei x0 eine Lösung von (∗) mit der Eigenschaft x0(a) > 0; betrachten Sie nun x1(t) + εx0(t)
für genügend kleine ε > 0.

Lösung: Sei x1 eine Lösung von (∗) mit x1(t) > 0 für alle t ∈ (a, b] und sei x0 eine Lösung von (∗)
mit x0(t) = 1 (eine solche Lösung existiert auf ganz I, weil (∗) eine lineare Differentialgleichung ist).
Weil x0 stetig ist, gibt es ein δ > 0, so dass x0(t) > 0 für alle t ∈ [a, a+ δ) ist.

Andererseits gilt x1(t) > 0 für alle t ∈ [a+ δ, b] und weil [a+ δ, b] kompakt ist, gibt es ein c > 0, so
dass x1(t) ≥ c für alle t ∈ [a+ δ, b] gilt.

Wegen der Stetigkeit von x0 ist d := max{|x0(t)| : t ∈ [a+δ, b]} <∞. Wir setzen nun x2 = x1+
c

d+1x0.
Dann ist x2 eine Lösung von (∗) und es gilt:

• Für t = a ist x2(t) = x1(a) +
c

d+1x0(a) > 0 wegen c > 0 und x0(a) > 0.

• Für t ∈ (a, a+ δ) ist x0(t) > 0 und somit x2(t) = x1(t) +
c

d+1x0(t) > x1(t) > 0.

• Für t ∈ [a+δ, b] ist x0(t) ≥ −d und x1(t) ≥ c. Somit gilt x2(t) = x1(t)+
c

d+1x0(t) ≥ c−
c

d+1d >
c− c = 0.

Also haben wir x2(t) > 0 für alle t ∈ [a, b] gezeigt.
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