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Losungen Einfiihrung in die Variationsrechnung II: Blatt 6

10. Sei f(t,z, &) = $i% + 71 + 2%: fir alle t € R, x € (—1,1) und & € R.

Wir betrachten das Funktional

1
I(:c):/O flt,x, ) dt.

(a) Leiten Sie die Beltramische partielle Differentialgleichung her!

Losung: Die Beltramische DGI lautet

Jo = for + foi(Pp + PP,) + fin®
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(b) Zeigen Sie: Fiir jedes ¢ > 0 ist
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eine Losung der Beltramischen partiellen Differentialgleichung.

Losung: Fiir das angegebene & gilt:
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Damit ist wie behauptet ®;(t, z) + ®(¢,2)P,(t,x) = ﬁ - ﬁ

Ou(t,z) =0 und P,(t,x) =

N

(c) Betrachten Sie nun den Spezialfall ¢ = 0. Zeigen Sie, dass in diesem Fall die Losungen der
Differentialgleichung @(t) = ®(¢, z(t)) implizit durch

t t t
(%) arcsin(%)) + % 1-— (@)2 —d=2t
gegeben sind (mit der Konstanten d = arcsin(%o)) + % 1- (&)2)
Losung: Wir 16sen die DGI
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B(t) = B(t,z) =

durch Trennung der Variablen. Dazu formen wir die DGl um zu
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wobei d wie in der Behauptung ist.



Als alternativen Losungsweg kann man auch nachrechnen, dass eine Funktion x(t), welche
die Gleichung (%) erfiillt, eine Losung der DGI #(t) = ®(¢,x(t)) ist. Dazu leitet man die
Gleichung (*) nach ¢ ab und erhélt
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Wir formen die Gleichung um zu
P1+(1-(5)*)-(5)?* @ 2
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Die ist dquivalent zu
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Also erfiillt « die Differentialgleichung @ = ®(¢, x). Dass die Konstante d wie in der Angabe
gewdhlt werden muss, folgt, indem wir ¢ = 0 in die Gleichung () einsetzen.




