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Losungen Einfiihrung in die Variationsrechnung II: Blatt 7

11. Sei f(t,z,&) = 3% + L fiir t € (0,00), = € (0,00) und & € R. Betrachten Sie das Funktional
2
I@) = [ (t.a0.a(0) at.
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(a) Leiten Sie die Euler-Lagrange-Differentialgleichung fiir das Funktional I(z) her und zeigen Sie,
dass z(t) = (%t +¢)3 fiir ¢ € (0, 00) eine Losung der Euler-Lagrange-Differentialgleichung
ist.

Loésung: Die Euler-Lagrange-DGI zu I(x) ist gegeben durch
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Fiir die angebenene Funktion x(t) berechnen wir

sy A28 B, 28
Cdt 3 22 92
Also erfiillt z(t) tatsichlich die Euler-Lagrange-DGI.

(b) Verwenden Sie das Lemma aus Kapitel 18 um mit Hilfe von Teilaufgabe (a) ein geodatisches
Feld @ fiir I(x) herzuleiten.
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Lésung: Es ist ¢ : D := (0,00)? = R, (¢,¢) — (%t +¢)? eine einparametrige Losungsschar
der Euler-Lagrange-DGI (nach Teilaufgabe (a)). Aufierdem ist x = ¢(¢, ¢) fiir jedes t eindeutig

nach ¢ auflésbar, und es ist c(t,z) = z2 — %t differenzierbar fiir ¢,z € (0, 00).
Also kénnen wir das Lemma aus Kapitel 18 anwenden und erhalten ein geordétisches Feld
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D(t,z) = pe(t, c(t,x)) = \@(ﬁt +o(t,z)"5 =273,

(c¢) Leiten Sie Beltrami-Differentialgleichung fiir I(z) her und rechnen Sie explizit nach, dass das
Feld @ aus Teilaufgabe (b) tatséchlich die Beltrami-Differentialgleichung 16st.

Losung: Die Beltrami-DGI

fo = for + foa(Pr + OPy) + fia P

lautet fiir unser Funktional I(z)
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Wir wollen in diesem Beispiel noch einmal explizit nachrechnen, dass das Feld ®(¢, z) = V2r—z
tatséchlich die Beltrami-DGI erfiillt (obwohl wir aus dem Lemma in Kapitel 18 bereits wissen,
dass die der Fall sein muss): Es gilt

[N

Ou(t,x) =0 und D,(t,z) = —gx*‘

und somit

Dy (t,x) + D¢, 2) Dy (t, 2) = V222 - (—Qx_

) = —l'_2,

e

also erfiillt ®(¢, ) = v/2z~2 die Beltramische DGI.



(d) Rechnen Sie aufierdem explizit nach, dass die Losung der Euler-Lagrange-Gleichung aus
Teilaufgabe (a) tatsichlich die Differentialgleichung @ = ®(¢, z) erfiillt.

Losung: Es gilt einerseits

und andererseits

wl—

O(t,z) = V2273 = \@((%1&4—6)%)_% = ﬁ(%wrc)* .

Also haben wir in diesem Beispiel noch einmal explizit nachgerechnet, was wir aus der Theorie
in der Vorlesung bereits wussten: Es erfiillt z die DGl & = ®(¢, z).



