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4. Sei E ein normierter Vektorraum über K ∈ {R,C} und sei M ⊆ E eine beliebige Teilmenge. Die
Menge M heißt dicht in E, wenn ihr Abschluss M := {x ∈ E| ∃(xn) ⊆ M : xn → x} gleich E
ist.
(a) Sei E ein Banachraum und F ⊆ E ein dichter Untervektorraum. Zeigen Sie: F ist genau (1)

dann ein Banachraum bezüglich der von E induzierten Norm, wenn F = E gilt.

(b) Sei c0 := c0(N;K) wie üblich mit der ‖ · ‖∞-Norm ausgestattet und sei c00 := c00(N;K) die (2)
Menge aller Folgen (xn)n∈N ⊆ K mit der Eigenschaft, dass nur endlich viele xn von Null
verschieden sind. Offensichtlich ist c00 ein Untervektorraum von c0.
Liegt c00 dicht in c0? Ist (c00, ‖ · ‖∞) ein Banachraum?

(c) Der normierte Vektorraum E heißt separabel, wenn es eine abzählbare, dichte Teilmenge in E (2)
gibt. Zeigen Sie: Wenn eine abzählbare Menge A ⊆ E existiert, deren lineare Hülle dicht in E
ist, dann ist E separabel.

(d) Sei M eine unendliche Menge und sei E = Fb(M ;K) wie üblich mit der ‖ · ‖∞-Norm (3)
ausgestattet. Zeigen Sie, dass E nicht separabel ist.
Tipp: Verwenden Sie, dass die Potenzmenge einer unendlichen Menge immer überabzählbar
ist.

5. Sei 1 ≤ p ≤ q < ∞ und K ∈ {R,C}. Sei (Ω,Σ, µ) ein endlicher Maßraum. Für diese Aufgabe
benutzen wir die Abkürzungen `p := `p(N;K) und Lp := Lp(Ω,Σ, µ;K); die Abkürzungen `q und
Lq werden analog dazu benutzt.
(a) Zeigen Sie: Es ist `p ⊆ `q und für alle f ∈ `p gilt ‖f‖q ≤ ‖f‖p. (2)

(b) Zeigen Sie: Es ist Lq ⊆ Lp und es gibt eine Zahl C ≥ 0 derart, dass ‖[f ]‖p ≤ C ‖[f ]‖q für alle (2)
[f ] ∈ Lq gilt.
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