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Ubungen Elemente der Funktionalanalysis: Blatt 5

11.

12.

Sei p € [1,00), sei (2, %, 1) ein Mafraum und F = LP(Q, %, u; R). Es gelte zudem dim F > 2.
(a) Seien [f],[g] € FE zwei Vektoren mit folgender Eigenschaft: Fiir alle o, 5 € R ist af + g fast
iiberall > 0 oder fast {iberall < 0. Zeigen Sie, dass [f] und [g] dann linear abhéngig sind.
(b) Folgern Sie aus (a), dass es zwei disjunkte messbare Mengen A, B C Q mit der Eigenschaft
0 < p(A), u(B) < oo gibt.

(c) Zeigen Sie: E ist genau dann ein Hilbertraum (d.h. genauer: die Norm auf F wird von einem
Skalarprodukt induziert), wenn p = 2 gilt.

Sei €2 C R™ eine beschriankte, Borel-messbare Menge. Es bezeichne B die Borel-o-Algebra auf €2
und A : B — [0,00) das Lebesgue-Maf. Zudem sei E = LP(§2, B, \;R) fiir ein p € [1,00). In dieser
Aufgabe wollen wir zeigen, dass die Menge

Co = {[f]] f: Q2 — R ist stetig und beschrénkt}

dicht in F liegt.
(a) Sei B eine offene Kugel im R™. Zeigen Sie, dass der Vektor [1png] € E im | - ||,-Abschluss
von C, liegt.
(b) Sei A die Menge aller A € B mit der Eigenschaft, dass der Vektor [14] € E im || - || ,-Abschluss
von Cy, liegt. Zeigen Sie, dass A eine o-Algebra auf (2 ist.

(c) Zeigen Sie, dass Cp, dicht in E liegt.

Ubungsblitter sowie aktuelle Informationen unter
http://www.uni-ulm.de/mawi/mawi-stukom/baur/sosel16/funkana.html




