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Ubungen Elemente der Funktionalanalysis: Blatt 11

24. Sei H ein reeller oder komplexer Hilbertraum.
(a) Zeigen Sie, dass die folgenden Aussagen dquivalent sind:
(i) H ist separabel.
(ii) Jede Orthonormalbasis von H ist hochstens abzéhlbar.
(iii) Es gibt eine Orthonormalbasis von H, die hochstens abzéhlbar ist.
(b) Zeigen Sie, dass die folgenden Aussagen dquivalent sind:
(i) H is endlich-dimensional.
(ii) Jede Orthonormalbasis von H ist endlich.
(iii) Es gibt eine endliche Orthonormalbasis von H.
(c) Zeigen Sie: Die abgeschlossene Einheitskugel B := {x € H : ||z|| < 1} in H ist genau dann
kompakt, wenn H endlich-dimensional ist.

Zusatzinformation: Man kann zeigen, dass die Aquivalenz in (c) sogar fir jeden Banachraum
richtig ist; dazu bendtigt man allerdings ein zusdtzliches Hilfsmittel, das sogenannte Rieszsche
Lemma.

25. Sei H ein Hilbertraum iiber K € {R, C}.
(a) Zeigen Sie: Ein Operator A € L(H) ist genau dann invertierbar, wenn seine Adjungierte A*
invertierbar ist, und in diesem Fall gilt (A*)~1 = (A71)*.
Folgern Sie hieraus, dass im Falle K = C die Gleichheit o(A*) = {\ X € o(4)} gilt.
Sei nun H = (?(N;C). Es sei L : H — H, L(z1,22,73,...) = (z2,23, ...) der sogenannte Links-Shift
und R: H — H, R(x1,x2,x3,...) = (0,21, %2, ...) der sogenannte Rechts-Shift.

(b) Berechnen Sie alle Eigenwerte von L und von R.

(¢) Berechnen Sie das Spektrum von L und von R.

Ubungsblitter sowie aktuelle Informationen unter
http://www.uni-ulm.de/mawi/mawi-stukom/baur/sosel16/funkana.html




