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Übungen Elemente der Funktionalanalysis: Blatt 1

1. Sei K ∈ {R,C} und sei KN die Menge aller über N indizierten Folgen in K.
(a) Wir betrachten `1(N;K) := {x = (xn)n∈N ∈ KN |

∑∞
n=1 |xn| < ∞}, den Vektorraum der (3)

absolut-summierbaren Folgen. Zeigen Sie, dass (`1(N;K), ‖·‖1) mit ‖x‖1 :=
∑∞

n=1 |xn| für
x ∈ `1(N;K) ein Banachraum ist.

(b) Wir definieren c00(N;K) := {x = (xn)n∈N ∈ KN | ∃n0 ∈ N mit xn = 0 ∀n ≥ n0}, den Vektor- (2)
raum der abbrechenden Folgen. Zeigen Sie, dass (c00(N;K), ‖·‖∞) mit ‖x‖∞ := supn∈N |xn|
für x ∈ c00(N;K) ein normierter Raum, aber kein Banachraum ist.

2. Sei V ein Vektorraum über K ∈ {R,C} und sei U ⊆ V ein Untervektorraum. Wir definieren durch
x1 ∼ x2 :⇔ x1 − x2 ∈ U für x1, x2 ∈ V eine Äquivalenzrelation auf V und mit [v] := {w ∈ V |w ∼ v}
bezeichnen wir die Äquivalenzklasse von v ∈ V . Die Menge der Äquivalenzklassen V/U := V/ ∼
heißt Quotientenraum.
(a) Zeigen Sie, dass die Abbildungen (2)

(i) ⊕ : V/U × V/U → V/U, [x]⊕ [y] := [x+ y] und
(ii) � : K× V/U → V/U, α[x] := α� [x] := [αx]

wohldefiniert sind.

Hinweis: Man kann leicht nachrechnen, dass (V/U,⊕,�) ein K-Vektorraum ist. Dies dürfen Sie
von nun an verwenden.

Sei nun p eine Halbnorm auf V , d.h. eine Abbildung p : V → [0,∞), welche die Eigenschaften
p(αx) = |α|p(x) und p(x+ y) ≤ p(x) + p(y) für alle x, y ∈ V und alle α ∈ K erfüllt.
(b) Zeigen Sie, dass ker(p) := {v ∈ V | p(v) = 0} ein Untervektorraum von V ist. (1)

(c) Nun betrachten wir U = ker(p). Zeigen Sie, dass die durch ‖[x]‖ := p(x) für [x] ∈ V/U (2)
definierte Abbildung wohldefiniert und eine Norm auf V/U ist.

3. Sei (V, ‖·‖) ein normierter K-Vektorraum.
(a) Zeigen Sie, dass Br(x) für alle x ∈ V, r > 0 offen ist. (1)

Hinweis: Wenn Sie Lust haben, können Sie auch zeigen, dass das sogar in jedem metrischen
Raum gilt.

(b) Zeigen Sie, dass Br(x) = {y ∈ V | ‖x− y‖ ≤ r} für alle x ∈ V, r > 0 gilt. (1)
Hinweis: Für jede Teilmenge S eines metrischen Raumes bezeichnen wir mit S den Abschluss
von S.

(c) Sei nun (M,d) ein metrischer Raum und sei x ∈M , r > 0. Zeigen Sie anhand eines konkreten (1)
Gegenbeispiels, dass nicht notwendigerweise Br(x) = {y ∈ V | d(x, y) ≤ r} gilt.
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