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28. Sei I C R ein offenes Intervall und sei K € {R, C}. Beweisen Sie Theorem 3.1.13, d.h. zeigen Sie,

29.

30.

dass (-,-) g+ ein Skalarprodukt auf H*(I;K) ist und dass (H*(I;K), (-,-) g+ ) ein Hilbertraum ist.

Sei I C R ein beschriinktes, offenes Intervall, sei K € {R,C} und sei [u] € H}(I; K). Zeigen Sie die
sogenannte Poincaré-Ungleichung:

([ul, [ul) 2y < Pl [u)) L2 1),

wobei |I| die Lénge von I bezeichnet.

Tipp: Verwenden Sie Proposition 8.1.14 um zundchst eine Abschdtzung fir die co-Norm des stetigen
Reprdsentanten von [u] herzuleiten.

Sei V ein Vektorraum iiber K € {R,C} und seien || - ||; und || - ||2 zwei Normen auf V. Die beiden
Normen || - ||; und || - ||2 heifen dquivalent, wenn es reelle Zahlen ¢, C' > 0 mit der Eigenschaft

cllvl|r < JJvll2 < C|vll1 fir allev e V

gibt.
(a) Zeigen Sie: Wenn die Normen || - || und || - ||2 dquivalent sind und wenn (V] - ||1) ein
Banachraum ist, dann ist auch (V, || - ||2) ein Banachraum.

(b) Sei nun I C R ein offenes, beschrinktes Intervall und sei V = H}(I;K). Zur Erinnerung: Fiir
alle [u], [v] € H*(I;K) (und somit insbesondere fiir alle [u], [v] in Hg(I;K)) ist

([l D) e = ([u], W] + (ul’, []) L2

Zudem ist

fiir alle [u], [v] € HJ(I;K).

Zeigen Sie, dass, wie in Korollar 3.1.20 behauptet, (-, '>H3 ein Skalarprodukt auf H{(I;K) ist
und dass (H}(I;K), (-, - m) ein Hilbertraum ist.

Tipp: Verwenden Sie die Poincaré-Ungleichung und Teilaufgabe (a).
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