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1. Beweisen oder widerlegen Sie:
(a) Sei (Ω,A) ein messbarer Raum und sei I eine höchstens abzählbare Menge. Wenn für jedes (2)

i ∈ I ein Ai ∈ A gegeben ist, dann gilt
⋃

i∈I Ai ∈ A.
(b) Sei n ∈ N und sei B(Rn) die Borel-σ-Algebra auf Rn. Dann ist jede höchstens abzählbare (2)

Menge A ⊆ Rn in B(Rn) enthalten.

(c) Sei M := {1, . . . , 10} und sei µ : P(M)→ [0,∞] gegeben durch (2)

µ(A) =

{
0 falls A = ∅,
maxA falls A 6= ∅.

Dann ist µ ein Maß.

(d) Sei M := {1, . . . , 10}. Die Abbildung µ : P(M)→ [0,∞], µ(A) =
∑

k∈A
1
k , ist ein Maß. (2)

(e) Sei (Ω,A) ein messbarer Raum und für alle m,n ∈ N sei eine Menge Am,n ∈ A gegeben. (2)
Dann gilt

⋃
m∈N

⋃
n∈NAm,n ∈ A.

(f) Sei Ω eine nichtleere Menge und seien E1, E2 ⊆ P(Ω) derart, dass E1 ⊆ E2 gilt. Dann ist (2)
σ(E1) ⊆ σ(E2).

2. Sei n ∈ N. Betrachten Sie die Mengen

O := {M ⊆ Rn : M ist offen}, C := {M ⊆ Rn : M ist abgeschlossen},

K := {K ⊆ Rn : K ist kompakt}, H := {
n∏

i=1

[ai, bi) : −∞ < ai < bi <∞ ∀i = 1, . . . , n}.

Nach Definition der Borel-σ-Algebra auf Rn gilt B(Rn) = σ(O).
(a) Zeigen Sie σ(O) = σ(C). (2)

Tipp: Beweisen Sie zuerst, dass C ⊆ σ(O) und O ⊆ σ(C) gilt.

(b) Zeigen Sie σ(C) = σ(K). (2)

(c) Zeigen Sie σ(O) = σ(H). (4)

3. Betrachten Sie das Mengensystem A := {A ⊆ R : A ist höchstens abzählbar} auf R.
(a) Bestimmen Sie σ(A). (4*)

(b) Geben Sie ein endliches Maß µ : σ(A)→ [0,∞] an, welches nicht die konstante Null-Abbildung (4*)
ist.
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