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Ubungen Maftheorie: Blatt 3

6. Sein e N.
(a) Sei A:={zx € R": x; = 0}. Zeigen Sie, dass A € B(R"™) ist und dass A\(4) = 0 gilt (wobei A
wie {iblich das Lebesgue-Maf bezeichnet).
(b) Eine Teilmenge H C R™ heiltt Hyperebene, falls es einen Vektor g € R™ \ {0} und ein o € R
mit der Eigenschaft H = {x € R" : (g,z) = a} gibt.
Zeigen Sie: Jede Hyperebene in R™ ist eine Borelmenge und hat Lebesgue-Maf 0.
Tipp: Aufgabe &5 auf Blatt 2 ist hier sehr niitzlich (zum Beispiel Aufgabe 5(e)).

Sei f:Q — ' eine Abbildung zwischen zwei metrischen Radumen (€2, d) und (£',d’). Man kann zeigen:

Wenn f stetig ist, dann ist f automatisch (€2, Q)-messbar (Korollar 2.5 in der Vorlesung). Dies ist fiir
Teilaufgabe (b) der folgenden Aufgabe sehr hilfreich.

7. (a) Geben Sie einen vollstindigen Mafraum an, in dem () die einzige Nullmenge ist.
(b) Sei M C R. Zeigen Sie: Wenn M x {0} € B(R?) gilt, dann gilt M € B(R).

(c) Sei M C R. Zeigen Sie, dass M x {0} € £(R?) ist und dass \?(M x {0}) = 0 gilt (wobei
A? 1 L(R?) — [0, 00] das Lebesgue-Maff bezeichnet).

(d) Zeigen Sie: Es gibt eine Teilmenge des R?, die Lebesgue-messbar aber nicht Borel-messbar ist.

8. Zeigen Sie: Es gibt ein von Null verschiedenes Mak p : B((0,00)) — [0, oc] mit den folgenden beiden
Eigenschaften:

(a) u([1,2)) < oo.
(b) p(aM) = (M) fiir alle M € B((0,00)) und alle a € (0,00).

Ubungsblitter sowie aktuelle Informationen unter
www.uni-ulm.de/mawi/iaa/courses/ws17/massth/




