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13. Sei (22, .A) ein messbarer Raum und sei ) # M € A. Das Mengensystem
A‘M = {AQM: AEA} QP(M)

heifst die Spur-o-Algebra von A auf M.
(a) Zeigen Sie: Die Spur-o-Algebra A|ys ist tatséchlich eine o-Algebra auf M.

(b) Sei & C P(Q) ein Mengensystem mit der Eigenschaft A = o(€). Wir definieren &y :=
{ENM: Ec&} CP(M). Zeigen Sie, dass A|py = o(E|nr) gilt.
Hinweis: Eine der beiden Inklusionen ist einfach; fiir die andere Inklusion ist es hilfreich zu
zeigen, dass das Mengensystem {A € P(Q): ANM € o(E|p)} eine o-Algebra auf Q ist.

(¢) Seinun (S,d) ein metrischer Raum und sei §) # N C S. Dann ist (N, d|nxn) ebenfalls ein
metrischer Raum. Zeigen Sie:

Eine Menge B C N ist genau dann offen im metrischen Raum (N, d|yxn), wenn es eine
offene Menge U im metrischen Raum (S, d) mit der Eigenschaft B = U N N gibt.

(d) Sei (S,d) ein metrischer Raum und sei N C S nichtleer und Borel-messbar; wir versehen N
wie in der vorangehenden Teilaufgabe mit der Metrik d|n -

Zeigen Sie, dass B(N) = B(S)|n gilt.
(e) Zeigen Sie die Gleichheiten B([0,1]) = B(R)]jo,1) und B((0,1)) = B(R)](0,1)-

14. Es bezeichne X : B(R) — [0, oc] das Lebesgue-Mafs und es sei f : R — R gegeben durch

fa) = {1, falls 2 € [0,1]\ Q,

B 0, sonst.

Zeigen Sie, dass f € T4 (R, B(R)) gilt und berechnen Sie [, f dA.

15. Wir verwenden dieselben Bezeichnungen wie in Aufgabe 12 auf Blatt 4.
(a) Berechnen Sie das Integral [, s dP.

(b) Betrachten Sie die positiven Treppenfunktionen % : Q' — R, (a,b) — aund z: Q = R, a — a.

Berechnen Sie die beiden Integrale [, 2 dP und [, z df(P).
Bemerkungen:

(i) Sie werden sehen, dass beide Integrale gleich sind.

(ii) Es gilt offensichtlich 2 = z o f. Somit lasst sich die Gleichheit der beiden Integrale
als fQ, zo fdP = fQ z df(P) schreiben. Wir werden spéter noch sehen, dass dieser
Zusammenhang auch in sehr allgemeinen Situationen gilt.
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