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Probeklausur zur Mafstheorie

1. Beweisen oder widerlegen Sie:
(a) Jede Borel-messbare Funktion f: R — R ist stetig.

b) Die Menge A := {0,{1},{2},{3},{1,2,3}} ist eine o-Algebra auf {1,2,3}.
(¢) Sei (2,%, ) ein Makraum und sei A € ¥ eine endliche Menge. Dann ist A eine Nullmenge.
)
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Seien f, g :[0,5] — [0, 00) Borel-messbar und bezeichne A\ das Lebesgue-Maf auf [0, 5]. Dann
gilt f[o,s] fgd = f[o,5} fdx- f[o,s] g dA.
(e) Das Zahlmak p: P(N) — [0, 00] ist o-endlich.

2. Sei (2,%, u) ein Mafiraum und sei f € £1(Q, %, p). Auferdem sei (Ay,)nen eine Folge messbarer
Teilmengen von 2 mit der Eigenschaft A4,, | 0. Zeigen Sie, dass [ A, fdu — 0 fiir n — oo gilt.

3. (a) Es bezeichne X das ein-dimensionale Lebesgue-Maf. Geben Sie eine Folge von Funktionen
(frn)nen C L1(R, B(R), \) mit folgenden Eigenschaften an:
(i) Fir alle z € R gilt f,(x) — 0 fiir n — oo.
(i) Es gilt [, fr dX — oo fiir n — oo.
(b) Sei ©:={-2,—1,0,1,2}. Geben Sie eine Abbildung u : P(Q2) — [0, 00] mit den folgenden
beiden Eigenschaften an:
(i) p(0) =0,
(i1) p ist kein Mag.

4. Es bezeichne \ das ein-dimensionale Lebesgue-Maf und es sei h : R — [0,00) eine Borel-messbare
Funktion. Wir definieren p(B) := [ h dA fiir alle B € B(R). Sie diirfen ohne Beweis verwenden,
dass p ein Mak auf der Borel-o-Algebra B(R) definiert.

(a) Zeigen Sie fiir jede Funktion f € 74 (R, B(R)) die Formel [, fdu = [, fhd.

(b) Zeigen Sie fiir jede Funktion f € M (R, B(R)) die Formel [, fdu = [, fhdA.

(¢) Sei nun f: R — R Borel-messbar und sei fh € L£1(R,B(R),\). Zeigen Sie: Es gilt f €
L1(R,B(R),p) und [p fdp= [, fhdA

5. (a) Esseip:P(N) = [0,00] das Mak, das durch p(A) =3, ., 4 fiir alle A € P(N) gegeben ist.

Zudem sei f: N — [0,00), f(k) = 2F fiir k € N. Zeigen Sie, dass Sy fdp= e? — 1 gilt.

(b) Es bezeichne A das ein-dimensionale Lebesgue-Maf und es sei f: R — R durch f(z) =
—xlj_3_1j(z) + 12 5(2) fiir alle € R gegeben. Zeigen Sie, dass f € £1(R, B(R), A) gilt und
berechnen Sie [, f dA.
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