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Aufgabe 1. (2+2+2+2 Punkte) Gib für die folgenden Mengen B ohne Beweise jeweils B, B̊

und ∂B an. Entscheide, ob B abgeschlossen oder offen ist. Skizziere die Menge B in Teilauf-
gaben (a)-(c).

(a) B = {(x, y)T : y = 2x + 1} ⊂ R2.

(b) B = {(x, y)T : x + y > 0, x ∈ [0, 1], y ∈ [0, 1]} ⊂ R2.

(c) B = {(x, y)T : x ∈ (0, 1), y < 1
x} ⊂ R2.

(d) B = Q ∩ [0, 1] ⊂ R.

Aufgabe 2. (2 Punkte) Finde abzählbar viele abgeschlossene Mengen in einem normierten
Raum X, deren Vereinigung nicht abgeschlossen ist.

Aufgabe 3. (3 Punkte) Sei X ein normierter Raum, und seien x0 ∈ X und r ∈ R+. Zeige:

K(x0, r) = {x ∈ X :‖ x− x0 ‖≤ r}.

Aufgabe 4. (2+3 Punkte + 3 Zusatzpunkte) Sei X ein normierter Raum. Zeige:

(a) Ist O ⊂ X offen und Bi ⊂ X, i ∈ I abgeschlossen, dann ist O\(∩i∈IBi) offen.

(b) B ⊂ X ist genau dann offen, wenn B ∩ ∂B = ∅.

(c) Zusatzaufgabe: Sei X = R. Zeige: Jedes offene Intervall ist eine offene Teilmenge von
R, und jede offene Teilmenge von R ist die Vereinigung von höchstens abzählbar vielen
offenen Intervallen.

Aufgabe 5. (2+2+3 Punkte)

(a) Sei B = {(x, y)T : y = 2x + 1} ⊂ R2. Zeige oder widerlege, dass B bzw. B̊ kompakt ist.

(b) Sei X ein normierter Raum und x1, . . . , xn ∈ X für ein n ∈ N. Zeige oder widerlege, dass
B = {x1, . . . , xn} ⊂ X kompakt ist.

(c) Zeige: Ist X ein normierter Raum und K ⊂ X kompakt, dann ist jede abgeschlossene
Teilmenge von K ebenfalls kompakt. Folgere, dass ∅ immer kompakt ist.


