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Aufgabe 1. Sei X ein Vektorraum tiber K. Eine Abbildung p : X — R heifst eine Halbnorm
auf X, wenn folgendes gilt:

(N2) Vze X, acK: plaz) = |o| p(x)
(N3) Ve,ye X plz+y) <p)+py)
(a) (24242 Punkte) Zeige, daf fiir jede Halbnorm p auf X gilt:

(i) p(0)=0 (i) [p(z) —p)| <plx—y) Vo,ye X
(iii) p(z) >0 Vere X

(b) (3 Punkte) Zeige: Auf X wird durch
r~y<—=plx—y)=0

eine Aquivalenzrelation definiert.

(c) (2 Punkte) Zeige: Jede Norm auf X ist eine Halbnorm.

Aufgabe 2. (3 Punkte) Sei X ein Vektorraum iiber K und ||-||1, ||-||2 zwei Normen auf X
mit der Eigenschaft: Es gibt ein C' > 0, so daf fiir alle x € X: ||z||2 < C||z]|;-
Zeige: Zu jedem r > (0 existiert ein 7 > 0, so dak fiir jedes =,y € X,

[z =yl <r =z —yl2 <7

Aufgabe 3. Es bezeichnet Cla, b] die Menge aller stetigen Funktionen auf dem abgeschlosse-
nen Intervall [a, b], R|a, b] die Menge aller auf [a, ] Riemmann-integrierbaren Funktionen,
sowie fiir 1 < p < oo, ||-||, die p-Norm und |[|-||oc die Supremumsnorm, die jeweils definiert
sind wie in Beispiel 1.3.7.

(a) (343 Punkte) Finde eine Funktionenfolge (f,) in Cla,b], fiir die gilt

lfalloo =1 Vn €N,  lm |full, =0 ¥p e [1,0)

und schliefe daraus, daf die p-Norm und die Supremumsnorm auf Cfa, b] nicht dqui-
valent sind.



(b) (3 Zusatzpunkte) Zeige: Auf Rla,b] ist ||-||p, (1 < p < 00), eine Halbnorm, nicht
aber eine Norm.

Aufgabe 4. (3+5 Punkte) Zeichne ein Schaubild der Menge
0 =R\ {(0,)" € R? |y € [-5,13]}

und finde zu jedem (z,y)” € O ein r > 0 so, dak K ((z,y)T,r) C O ist.



