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Aufgabe 1. Sei X ein Vektorraum über K. Eine Abbildung p : X −→ R heißt eine Halbnorm
auf X, wenn folgendes gilt:

(N2) ∀x ∈ X , α ∈ K : p(αx) = |α| p(x)
(N3) ∀x, y ∈ X : p(x+ y) ≤ p(x) + p(y)

(a) (2+2+2 Punkte) Zeige, daß für jede Halbnorm p auf X gilt:

(i) p(0) = 0 (ii) |p(x)− p(y)| ≤ p(x− y) ∀x, y ∈ X
(iii) p(x) ≥ 0 ∀x ∈ X

(b) (3 Punkte) Zeige: Auf X wird durch

x ∼ y:⇐⇒ p(x− y) = 0

eine Äquivalenzrelation definiert.

(c) (2 Punkte) Zeige: Jede Norm auf X ist eine Halbnorm.

Aufgabe 2. (3 Punkte) Sei X ein Vektorraum über K und ‖·‖1, ‖·‖2 zwei Normen auf X
mit der Eigenschaft: Es gibt ein C > 0, so daß für alle x ∈ X: ‖x‖2 ≤ C‖x‖1.
Zeige: Zu jedem r > 0 existiert ein r̃ > 0, so daß für jedes x, y ∈ X,

‖x− y‖1 < r =⇒ ‖x− y‖2 < r̃.

Aufgabe 3. Es bezeichnet C[a, b] die Menge aller stetigen Funktionen auf dem abgeschlosse-
nen Intervall [a, b], R[a, b] die Menge aller auf [a, b] Riemmann-integrierbaren Funktionen,
sowie für 1 ≤ p <∞, ‖·‖p die p-Norm und ‖·‖∞ die Supremumsnorm, die jeweils definiert
sind wie in Beispiel 1.3.7.

(a) (3+3 Punkte) Finde eine Funktionenfolge (fn) in C[a, b], für die gilt

‖fn‖∞ = 1 ∀n ∈ N, lim
n→∞

‖fn‖p = 0 ∀p ∈ [1,∞)

und schließe daraus, daß die p-Norm und die Supremumsnorm auf C[a, b] nicht äqui-
valent sind.



(b) (3 Zusatzpunkte) Zeige: Auf R[a, b] ist ‖·‖p, (1 ≤ p < ∞), eine Halbnorm, nicht
aber eine Norm.

Aufgabe 4. (3+5 Punkte) Zeichne ein Schaubild der Menge

O = R2\
{

(0, y)T ∈ R2
∣∣ y ∈ [−5, 13]

}
und finde zu jedem (x, y)T ∈ O ein r > 0 so, daß K

(
(x, y)T , r

)
⊂ O ist.


