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Ubungen Dynamische Systeme : Serie 10

Methode von Lojasiewicz fiir Gradientensysteme
Sei G C R” offen und V € C?(G,R). Wir betrachten das Gradientensystem

W+ YV (u) = 0. (A)

Lojasiewicz-Ungleichung:

Sei V: G — R aus C'. Wir sagen, dass fiir V die Lojasiewicz- Ungleichung gilt, wenn es zu jedem
kritischen Punkt @ € G von V, d.h. es gilt VV (a) = 0, Konstanten 6, € (0,1], m, > 0 und
6q > 0 gibt, derart, dass

ma|V(z) — V(a)|}=® < |VV ()|, fiir alle z € B, (a) C G, (L)
erfullt ist.

Satz:

Es sei G C R" offen, V € C?(G,R) und € = {x € G : VV(z) = 0} die Menge der kritischen
Punkte von V' bzw. die Equilibriumsmenge von (A). Ferner gelte fiir V' die Lojasiewicz-Ungleichung
(L). Dann konvergiert jede globale beschrinkte Losung w(t) mit u(Ry) C G fir t — oo gegen ein
Equilibrium.

Bemerkungen:

Es ist bekannt, dass fiir V' die Lojasiewicz-Ungleichung (L) gilt, wenn V' in G reell analytisch ist.
Beachten Sie, dass im Unterschied zu den bisherigen Sétzen aus der Vorlesung hier nicht gefordert
wird, dass die Menge der Equilibria £ diskret ist!

1. Beweisen Sie den obigen Satz und gehen Sie dabei wie folgt vor:

(a) Zeigen Sie, dass es eine Umgebung U von w(u) C & gibt, so dass fiir alle x € U
die Lojasiewicz-Ungleichung fiir V' gleichméfig erfiillt ist. D. h. es gibt Konstanten
© € (0, 3] und m > 0 so, dass fiir alle @ € w(u) und alle z € U gilt:

m|V(z) = V(a)|'"® < |[VV(2)]2

Hinweis: Beachten Sie, dass die Mengen w(u) kompakt und V' auf w(u) konstant ist.

Verwenden Sie eine geeignete Uberdeckung der Menge w(u).

(b) Sei nun € € w(u) und nehmen Sie an, dass u(t) keine stationdre Losung von (A) ist.

Zeigen Sie, dass gilt:
W(t) == V(u(t)) — V() > 0 fir alle t > 0 und W ist streng monoton fallend.

(¢) Verwendem Sie nun (a), um die zeitliche Anderung von W(t) := W (¢)® fiir t > T
(mit T>0 hinreichend grof) geeignet abzuschéitzen, um dann [° [|a(t)||dt < co zu
zeigen.

(d) Folgern Sie mit Hilfe von (c) die Konvergenz von u(t) gegen & fiir t — oo.



2. Seia>0und V : (—a,a) — R reell analytisch mit V(0) = V’(0) = 0. Zeigen Sie, dass fiir
V die Lojasiewicz-Ungleichung in einer Umgebung von x = 0 gilt und dabei © = % mit
m = min{k € N: V#)(0) # 0} gewihlt werden kann. (2)

3. Konkretes Beispiel: Wir betrachten
i+ 2z(x? +y? - 1) =0,
v+ 2y(@? +y*—1) =0,
z(0) = x0, y(0) = yo.

Untersuchen Sie fiir beliebige Anfangswerte (xq,yo) € R? die Konvergenz der zugehérigen
Losung fiir t — oo. (2)

Ubungsblitter sowie aktuelle Informationen unter
http://www.uni-ulm.de/mawi/iaa/courses/ws14/dynsys.html




