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Ubungen Evolutionsgleichungen: Blatt 2

Die Abgabe zu zweit ist moglich. Falls Thr Fragen habt oder einen Hinweis braucht, schreibt eine Mail an

henrik.kreidler@uni-ulm.de.
Mit * gekennzeichnete Aufgaben sind Bonusaufgaben.

1. Sei X ein Banachraum und A ein Operator auf X mit Definitionsbereich D(A). Versehen mit

der Graphennorm || - || definiert durch ||z||a = ||z|| + ||Az| fir z € D(A) wird D(A) zu einem
normierten Raum.
(i) Zeige: A ist genau dann abgeschlossen, wenn (D(A),|| - ||4) ein Banachraum ist.

(ii) Der Operator A heiflt abschliefbar, wenn es einen abgeschlossenen Operator B auf X, so, dass
A eine FEinschrinkung von B ist (in Zeichen: A C B), d.h. D(A) C D(B) und Az = Buz fir
alle x € D(A). Zeige: Falls A abschliefibar ist, gibt es einen kleinsten abgeschlossenen Operator
A (genannt Abschluss von A) mit A C A.

Bestimme den Generator der Diagonalhalbgruppe M, auf Co(IR) von Blatt 1, Aufgabe 4.

Gegeben sei eine Cy-Halbgruppe T auf einem Banachraum X mit Generator (A4, D(A)). Zeige,
dass die folgenden Halbgruppen S stark stetig sind und bestimme jeweils den Generator (mit
Definitionsbereich).

(i) S(t) := eXT(Bt) fiir alle t > 0, wobei o € C und 8 > 0 feste Parameter sind.

(i) S(t) = V-IT(t)V fiir alle t > 0, wobei V: ¥ — X ein Isomorphismus von einem Banachraum
Y nach X ist.

(iii) S(t) = T(t)|z fur alle ¢ > 0, wobei Z C X ein abgeschlossener Unterraum von X mit
T(t)Z C Z fiir alle t > 0 ist.

. Fiir zwei Funktionen f, g € L?(R) definieren wir die Faltung f * g durch
frg@)= [ fo =gy fir s ¢ R
R

Weiter sei # € Z(L%(R)) die Fouriertransformation.

(i)* Zeige, dass fiir zwei Schwartzfunktionen f,g € . (R) die Faltung f x g wieder in .(R) liegt
und

F(frg) =Var- Ff-Fg

erfullt.

22
(ii)* Zeige, dass die Funktion v € .Z(R) gegeben durch v(x) = e~z fiir x € R ein Fixpunkt von
F ist, d.h. F~v = ~. Hierbei darf verwendet werden, dass « eine Schwartzfunktion ist und dass

\/%/R’y(x)dm =1

(Hinweis: Man betrachte die lineare gewohnliche Differentialgleichung y'(z) + zy(z) = 0 fir
z € R und zeige dass sowohl ~ als auch %~ diese Differentialgleichung mit Anfangswert
y(0) = 1 16sen. Aus der Eindeutigkeit der Losung des Anfangswertproblems folgt dann die
Behauptung.)
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Die Gauphalbgruppe T auf L?(R) ist definiert durch
1

Vart

fir # € R, f € L2(R) und t > 0 sowie T(0) := I. Fiir jedes t > 0 ist also T'(t)f = k; * f fiir
f € L3(R), wenn wir fiir x € R

T(t) () = /R e p(y) dy

1 2

k(z) = e

Vart

setzen.

(iii) Zeige, dass T'(t) € Z(L?(R)) fiir jedes t > 0.
(iv) Zeige, dass durch S(t) :== ZT(t).# ! fiir t > 0 gerade die Diagonalhalbgruppe auf L?(RR)
gegeben ist, welche durch die Funktion

¢R—C, z~ —2

induziert wird. (Hinweis: Zeige dies (wie in der Vorlesung) zunéchst auf dem dichten Unterraum
F.7R) = .7(R). Verwende dabei die Teilaufgaben (i)* und (ii)*. Folgere anschlieBend mit
Teilaufgabe (iii) die Gleichheit auf ganz L?(R).)

(v) Schliee, dass T eine Cp-Halbgruppe mit Generator A ist, wobei

D(A) = W*2(R), Af = f” fiir alle f € D(A).

Ubungsblitter sowie aktuelle Informationen unter
www.uni-ulm.de/mawi/iaa/courses/ss17/evo/
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