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Die Abgabe zu zweit ist moglich. Falls Thr Fragen habt oder einen Hinweis braucht, schreibt eine Mail an
henrik.kreidler@uni-ulm.de.
Mit * gekennzeichnete Aufgaben sind Bonusaufgaben.

1. Sei g: R — C stetig und M, der zugehérige Multiplikationsoperator auf Co(R), d.h.

D(Mg) ={f € Co(R): qf € Co(R)},
M,f = qf fir alle f € D(M,).
(i) Zeige, dass (M) = q(R) gilt. (2%)
(Hinweis: Wegen A — M, = M,_, fir A € C reicht es zu zeigen, dass genau dann 0 ¢
q(M) gilt, wenn M, invertierbar mit beschrénkter Inverse ist. Fiir die Riickrichtung dieser
Aquivalenzaussage zeige man durch Wahl geeigneter Funktionen, dass |g| nach unten beschrinkt
ist.)
(ii) Zeige mithilfe des Satzes von Hille-Yosida, dass (My, D(M,)) genau dann eine kontraktive (4)
Co-Halbgruppe erzeugt, wenn Re g(z) < 0 fiir alle z € R.

2. Betrachte den Operator (A, D(A)) auf Cy((0,1)), wobei (4)
Co((0,1)) = {f € C((0,1)): Ve > 03§ € (0,1) mit |f(x)| <e furz ¢ [0,1— 0]}

1))} und Af = f” fur f € D(A). Zeige mithilfe

sowie D(A) = {f € C%([0,1]): f, f" € Co((0,
)) Generator einer kontraktiven Cy-Halbgruppe auf

des Satzes von Lumer-Phillips, dass (A, D(A4
Co((0,1)) ist.

(Hinweis: Um die Dissipativitdt nachzuweisen wéhle x € (0,1) mit |f(x)| = || f||. Anschliefend
finde man ein geeignetes a € C mit p = «-9d, € J(f) und Re(Af,u) < 0; hierbei ist §, die
Punktauswertung in z.)

3. Es sei Q C R4 offen und (4)

HY'(Q,R
( )C

HY(Q,R) = C*(Q,R) HY(Q,R).

Fird,j € {1,...,d} sei a;; € L™°(Q,R) mit a;; = ay; fir alle 4,5 € {1, ...,d} und es gebe a > 0 mit

> ais(2)6gs > alléll
5]
fiir alle ¢ € R? und fast alle € Q. Wir betrachten nun den elliptischen Operator (A, D(A)) mit

D(A) = ueHy(Q): Y Dj(a;;Dju) € L2(QR) ¢,
.3
Au = ZDi(aiijju) fiur u € D(A).
%
Zur Erinnerung: Nach Vorlesung bedeutet

Z Di(ai’iju) S LQ(Q, R),

,J
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dass ein f € L2(Q,R) existiert mit
—/ Z(ai)iju)Digo dx = / fodr
Q%7 Q
fir alle ¢ € C2°(Q,R) und in diesem Fall setzt man

Z Di(ai,iju) = f
,J

Man zeige mithilfe des Satzes von Lumer-Phillips, dass (A, D(A)) eine kontraktive Cp-Halbgruppe
auf L2(Q,R) erzeugt.
(Hinweis: Man zeige, dass durch

[u, ] ::/uvdaH— E /ai7jDiuDjde
Q — Ja
irj

fiir u, v € H(Q, R) ein Skalarpodukt auf H} (2, R) gegeben ist, welches dquivalent zum gewdhnlichen
Skalarprodukt (-, -) auf Hj(Q, R) ist, d.h. es gibt a, 8 > 0 mit
a(u,u) < fu,u] < Bu,u)

fiir alle u € H{(Q, R). Man verwende nun (analog zur Vorlesung) den Satz von Riesz-Fréchet fiir
den Hilbertraum (H}(Q,R), [, -]), um zu zeigen, dass I — A surjektiv ist.)

. Sei (A,D(A)) ein dicht definierter Operator auf einem Banachraum X und (A4’, D(A’)) dessen
Adjungierte. Zeige: Ist A € o(A), so ist auch A € p(A’) und es gilt R(\, A)’ = R(\, A").

Ubungsblitter sowie aktuelle Informationen unter
www.uni-ulm.de/mawi/iaa/courses/ss17/evo/
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