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Mit * gekennzeichnete Aufgaben sind Bonusaufgaben.

1. Sei q : R −→ C stetig und Mq der zugehörige Multiplikationsoperator auf C0(R), d.h.

D(Mq) := {f ∈ C0(R) : qf ∈ C0(R)},
Mqf := qf für alle f ∈ D(Mq).

(i) Zeige, dass σ(Mq) = q(R) gilt. (2*)
(Hinweis: Wegen λ − Mq = Mλ−q für λ ∈ C reicht es zu zeigen, dass genau dann 0 /∈
q(M) gilt, wenn Mq invertierbar mit beschränkter Inverse ist. Für die Rückrichtung dieser
Äquivalenzaussage zeige man durch Wahl geeigneter Funktionen, dass |q| nach unten beschränkt
ist.)

(ii) Zeige mithilfe des Satzes von Hille-Yosida, dass (Mq, D(Mq)) genau dann eine kontraktive (4)
C0-Halbgruppe erzeugt, wenn Re q(x) ≤ 0 für alle x ∈ R.

2. Betrachte den Operator (A,D(A)) auf C0((0, 1)), wobei (4)

C0((0, 1)) := {f ∈ C((0, 1)) : ∀ε > 0 ∃δ ∈ (0, 1) mit |f(x)| ≤ ε für x /∈ [δ, 1− δ]}

sowie D(A) := {f ∈ C2([0, 1]) : f, f ′′ ∈ C0((0, 1))} und Af := f ′′ für f ∈ D(A). Zeige mithilfe
des Satzes von Lumer-Phillips, dass (A,D(A)) Generator einer kontraktiven C0-Halbgruppe auf
C0((0, 1)) ist.
(Hinweis: Um die Dissipativität nachzuweisen wähle x ∈ (0, 1) mit |f(x)| = ‖f‖. Anschließend
finde man ein geeignetes α ∈ C mit µ := α · δx ∈ J(f) und Re 〈Af, µ〉 ≤ 0; hierbei ist δx die
Punktauswertung in x.)

3. Es sei Ω ⊆ Rd offen und (4)

H1
0(Ω,R) := C∞c (Ω,R)

H1(Ω,R)
⊆ H1(Ω,R).

Für i, j ∈ {1, ..., d} sei aij ∈ L∞(Ω,R) mit aij = aji für alle i, j ∈ {1, ..., d} und es gebe α > 0 mit∑
i,j

ai,j(x)ξiξj ≥ α‖ξ‖22

für alle ξ ∈ Rd und fast alle x ∈ Ω. Wir betrachten nun den elliptischen Operator (A,D(A)) mit

D(A) :=

u ∈ H1
0(Ω):

∑
i,j

Di(ai,jDju) ∈ L2(Ω,R)

 ,

Au :=
∑
i,j

Di(ai,jDju) für u ∈ D(A).

Zur Erinnerung: Nach Vorlesung bedeutet∑
i,j

Di(ai,jDju) ∈ L2(Ω,R),
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dass ein f ∈ L2(Ω,R) existiert mit

−
∫

Ω

∑
i,j

(ai,jDju)Diϕdx =
∫

Ω
fϕdx

für alle ϕ ∈ C∞c (Ω,R) und in diesem Fall setzt man∑
i,j

Di(ai,jDju) := f.

Man zeige mithilfe des Satzes von Lumer-Phillips, dass (A,D(A)) eine kontraktive C0-Halbgruppe
auf L2(Ω,R) erzeugt.
(Hinweis: Man zeige, dass durch

[u, v] :=
∫

Ω
uv dx+

∑
i,j

∫
Ω
ai,jDiuDjv dx

für u, v ∈ H1
0(Ω,R) ein Skalarpodukt auf H1

0(Ω,R) gegeben ist, welches äquivalent zum gewöhnlichen
Skalarprodukt ( · , · ) auf H1

0(Ω,R) ist, d.h. es gibt α, β > 0 mit

α(u, u) ≤ [u, u] ≤ β(u, u)

für alle u ∈ H1
0(Ω,R). Man verwende nun (analog zur Vorlesung) den Satz von Riesz-Fréchet für

den Hilbertraum (H1
0(Ω,R), [ · , · ]), um zu zeigen, dass I −A surjektiv ist.)

4. Sei (A,D(A)) ein dicht definierter Operator auf einem Banachraum X und (A′, D(A′)) dessen (4)
Adjungierte. Zeige: Ist λ ∈ %(A), so ist auch λ ∈ %(A′) und es gilt R(λ,A)′ = R(λ,A′).
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