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Die Abgabe zu zweit ist moglich. Falls Thr Fragen habt oder einen Hinweis braucht, schreibt eine Mail an
henrik.kreidler@uni-ulm.de.
Mit * gekennzeichnete Aufgaben sind Bonusaufgaben.

1. Fiir A € Z(C?) sei T die zugehérige Halbgruppe, also T'(t) := e fiir alle t > 0. Gib Beispiele fiir ~ (5)
Matrizen A # I mit den folgenden Eigenschaften.

) limy_0o T(t)x = 0 fiir alle z € C?.

) T ist periodisch, d.h. es gibt ein ¢ > 0 mit T'(¢) = I.

(iii) Fiir alle z € €2\ {0} ist die Bahn {T'(¢)z: t > 0} unbeschriinkt.
) Es gibt ,y € €%\ {0}, so, dass {T'(t)z: t > 0} beschrinkt und {T'(t)y: t > 0} unbeschrinkt.
) w(A) =0, aber T nicht beschrankt.

2. Eine Cy-Halbgruppe T heifit gleichmdfig stabil, falls lim;, . ||T(¢)|| = 0. Es sei nun T eine Cy- (3)
Halbgruppe mit Generator A auf einem Banachraum X. Zeige, dass folgende Aussagen dquivalent

sind.
(a) w(4) <
(b) T ist glelchmaﬁlg stabil.

)

)
(c) Es gibt ein t > 0 mit || T(¢)| < 1.
(d) Es gibt ein ¢ > 0 mit r(T'(¢)) < 1.

3. Eine Cy-Halbgruppe T mit Generator A erfillt den schwachen spektralen Abbildungssatz, falls
a(T(t)) = eto(4) fiir alle t > 0

gilt.

(i) Es sei nun ¢: R — C stetig mit beschranktem Realteil und T' die zugehorige Multiplikations-  (4)
halbgruppe auf Co(R), d.h. T'(t) f(x) = '@ f(x) fiir alle f € Co(R), 2 € R und ¢ > 0 (siehe
Aufgabe 4 von Blatt 1). Zeige: T erfiillt den schwachen spektralen Abbildungssatz.

(Hinweis: Benutze Aufgabe 1 von Blatt 4.)

(ii) Esseinun T eine Cy-Halbgruppe mit Generator A, die den schwachen spektralen Abbildungssatz — (4)
erfiillt. Zeige, dass s(A4) = w(A4).

4. Es seien X und Y Banachriaume und Y sei ein Unterraum von X (mit nicht unbedingt derselben
Norm). Wir nennen die Inklusion X C Y stetig, falls es ein M > 0 gibt mit ||y||x < M|y|ly fiir alle
y €Y gibt.
Es sei nun A ein Operator auf einem Banachraum X. Es sei Y ein weiterer Banachraum mit stetiger
Inklusion Y C X und Aly sei der Teil von A inY, d.h.
DAly)={yeDA)NY: Ay e Y},
Alyy = Ay fur alle y € D(Aly).

(i) Essei A € p(A) mit R(\, A)Y C Y. Zeige, dass dann A € o(Aly) und R(\, Aly) = R\, A)ly.  (2%)
Es sei nun zusétzlich g(A) # (), D(A) sei mit der Graphennorm versehen und D(A) C Y stetig.
(ii) Zeige nun, dass A; (siehe Aufgabe 1 von Blatt 6) gleich dem Teil von Aly in D(A) ist. (2%)
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(iii) Zeige, dass o(Aly) = o(A).
(Hinweis: Benutze (i) und (ii) um o(A4;) C o(Aly) zu zeigen. Wir wissen aus dem Beweis
von Aufgabe 1 von Blatt 6, dass A; und A dhnlich sind, d.h. es gibt einen Isomorphismus
V € Z(X,D(A)) (nimlich die Resolvente) mit A; = V=t AV. Da dhnliche Operatoren dasselbe
Spektrum haben (dies muss hier nicht gezeigt werden!), folgt o(4;) = o(A4).)

5. Essei 1 < p < oo. Fir jedes ¢ € [p, 00) betrachten wir den Raum X, := LP((1, 00)) N L%((1, 00)).
Durch

[FI1 = max([] £l [1f1lq)

fir f € X, wird eine Norm auf X, definiert beziiglich welcher X, vollstindig ist. Wir definieren
nun T,(t) f(z) = f(z - €') fir f € X,, € (1,00) und ¢ > 0. Dann ist 7, eine Cp-Halbgruppe und
es sei A4 ihr Generator.

(i) Zeige, dass w(A4,) = —é.

(Hinweis: Zeige zunéchst, dass ||T,(¢) f]] < e [l 7]l fir alle f € X, und ¢ > 0. Betrachte dann
fiir festes ¢ > 0 die Funktion f € X, mit

1 et<z<el+1,
f(z) =
0 sonst.

und folgere || T,(t)| = e fiir alle t > 0.)
(i) Zeige, dass s(Aq) > f%.
(Hinweis: Betrachte fiir A € C mit Re A < —% die Funktion fy definiert durch fy(z) := z* fiir
€ (1,00). Zeige dann, dass f\ € X, und T'(t)f, = e M fy fiir alle t > 0.)
(iii) Zeige, dass s(4,) = —%. Es darf dabei verwendet werden, dass A, der Teil von A, in X, is
inweis: Im Fall p = ¢ wissen wir nach (i) und (ii) nun s =w = —+. Insbesondere
(Hinweis: Im Fall i i h (i) und (ii) (Ap) (A,) 117 Insbesond
erhalten wir wegen w < 0 die Resolventendarstellung

(7O, 4,)0)) = [ (T () ) (@) ds.

fiir fast alle x € (1,00) fir alle f € X, = L?((1, 00)). Zeige nun mithilfe geeigneter Abschét-
zungen, dass

D(4p) = Bild(R(0, 4,)) € Xq € X, = LP((1,00))
und dass diese Inklusionen stetig sind. Wende dann Aufgabe 4 an.)

Anmerkung: Fir p < ¢ gilt also w(4,4) < s(44).

Ubungsblitter sowie aktuelle Informationen unter
www.uni-ulm.de/mawi/iaa/courses/ss17/evo/

! Dies folgt daraus, dass Ty die Einschriankung von T}, auf Xy ist, siehe etwa Abschnitt I1.2.3 in Engel, Nagel: One-Parameter
Semigroups for Linear Evolution Equations.
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