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Losungen zu Analysis 2 Blatt 11

Dieses ist das letzte Ubungsblatt. Mit den Punkten auf diesem Blatt gab es insgesammt 250
Ubungspunkte und 36 Zusatzpunkte. Um die Vorleistungen zu Analysis 2 zu bestehen sind
mindestens 125 Punkte nétig.

Bitte meldet Euch so schnell wie moglich, spéatestens jedoch bis zum 12. Juli 2011 zu den
Vorleistungen zur Analysis 2 an. (Beachte: Es hat priifungstechnisch keine Konsequenzen, wenn
man sich zu den Vorleistungen angemeldet hat, diese dann aber nicht besteht.)

Informationen zur Klausur werden in Kiirze auf der Homepage der Vorlesung veréffentlicht.

Tutoriumsaufgaben

Von nun an gibt es keine Tutoriumsaufgaben mehr, die verbleibenden Tutorien sollen zur Wie-
derholung des Stoffes genutzt werden.

Hausaufgaben

88. Berechne das Wegintegral fv v falls

(a) v:R?— R2, gegeben durch v(z,y) = (z2,y?) und y(t) = (2¢,4¢?) fiir 0 < ¢ < 1.
(b) v:R3 — R3, gegeben durch v(z,y, 2) = (z+32%yz, 223, yz®) und y(t) = (4¢,12,1—1)
fiir 0 < t < 1.

(c) v:R?— R2 gegeben durch v(x,y) = (zy, ye®) und v der (geschlossene) Streckenzug
[(0,0),(2,0),(2,1),(0,1),(0,0)].

Losung: (a) Es ist ’y '(t) = (2,8t) also

! 2 212 83 6461
v= '(t) = i 2(2t)% + 8t(4t%) dt:[gt + 5t |, =24.

(Alternatlv kann man auch sehen, dass %(x?’ +y3) eine Stammfunktion des Feldes ist und dann

die Endpunkte des Weges einsetzen).
(b) In Aufgabe 89 (d) wird gezeigt: U(z,y, 2) = % + 23yz ist eine Stammfunktion von v. Nach
Satz (25.1) ist

/v:U@ﬂ»—U@@DzU@Jﬁ%JNQ&U:S—O:S
vy

(¢) Der Streckenzug [(0,0), (2,0),(2,1), (0,1), (0,0)] ist die Summe der Wege 71, y2, ¥3.74, wobei
7; : [0,1] — R? gegeben ist durch

() = (2t,0) 2(t) = (2,1) 3(t) = (2-2t,1) () =(0,1-1).
Es ist 71 = (2,0),74 = (0,1),75 = (—=2,0) und v} = (0,—1). Nun ist

4 1 1
vy J=1"7 0 X

1 1
+/ —2(2—2t)~1+1622t-0dt+/ 0+ (=1)- (1 —1t)e°
0 0

—04+-e2—2——=_(e2 =
O+26 5 2(6 5)
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89. Entscheide, ob folgende Vektorfelder Gradientenfelder sind und bestimme gegebenenfalls [8]
eine Stammfunktion.

(@) ulz,y) = (="yy*r —y) (b) v(z,y) = (62 +y,6x)
(c) w(z,y) = (ycosz 4 cosy,sinz — zsiny) (d)  f(z,y,2) = (z + 32yz, 22°, y2?)

Losung: Beachte: Alle auftretenden Funktionen sind stetig differenzierbar und auf dem sternférmi-
gen Gebiet R?, resp. R? definiert. Also kann der Satz von Poincaré angewandt werden.
(a) Esist a%:L"Qy = 22 und %yzx—y = 92, Nach dem Satz von Poincaré ist u kein Gradientenfeld.

(b) Es ist 8%(656 +y)=1#6= %63@. Nach dem Satz von Poincaré ist v kein Gradientenfeld.

. ) . o - . . s s
(c) Es ist FyYcosw +cosy = cosx —siny = zosinz — wsiny. Nach dem Satz von Poincaré ist

w ein Gradientenfeld, also w = VU fiir eine differenzierbare Funktion U. Es muss gelten
U(z,y) = /yCOSZE + cosydx + c(y) = ysinz + xcosy + ¢(y)
wobei ¢(y) eine stetig differenzierbare Funktion von y ist. Andererseits

Uy(z,y) =sinz — xsiny + ' (y) = sinz — xsiny

also kénnen wir ¢ = 0 wihlen. U(z,y) = ysinx + x cosy ist demnach eine Stammfunktion von
w.
(d) Es ist
Dyfi =3x%2=D1fy Dsfy=32"y=Difs Dsfo=a"=Dyfs
also ist f nach dem Satz von Poincare ein Gradientenfeld. Fiir die Stammfunktion U muss

gelten

1
U(z,y,2) = /x + 32%yz dz + c(z,y) = 51'2 + 23yz + c(y, 2)

wobei ¢ eine differenzierbare Funktion von y und z ist. Durch Ableiten stellt man fest, dass man

¢ = 0 wihlen kann, also ist U(z,y, 2) = %2 + 23y2 eine Stammfunktion von f.

90. Es sei U eine offene, zusammenhiingende Teilmenge von R%. Zeige, dass [7]
dy(z,y) :=inf{L(y) |7 :[0,Ty] = U, v(0) =z, v(Ty) =y, v stiickweise glatt }

eine Metrik auf U definiert. Hier bezeichnet L(vy) die Linge des Weges 7. Berechne au-
Berdem d]RQ\{(O,O)}((_lv 0), (]., O))

Hinweis: Um die Definitheit von dy zu zeigen, zeige zunéchst, dass ||z — y||2 < L(v) fiir alle Wege «y von

x nach y.

Losung: Um Definitheit zu zeigen, zeigen wir zunéchst, dass ||z — y||2 < L(v) fiir alle Wege
~v von x nach y. Sei hierzu zunéchst 7 = 0 = t9 < t1--- < t,, < tp41 = T, eine Partition von
[0,T,]. Dann ist

I'r = [l‘,’)/(tl), s 77(7571)’?/]

ein Streckenzug (Polygonzug) durch Punkte auf . Dann ist

n—1
L(Tx) = [lz = v(t)ll2 + Y Iv(E1) = vtz + lly = v(Ea)ll2 > Iz =yl
j=1

nach der Dreiecksungleichung. Nun ist aber L(vy) = lim|;|_,o L(I'zx) > ||z — yl|2.



Nun also zur Definitheit: Ist dy(x,y) = 0, so gibt es zu ¢ > 0 einen Weg 7. von x nach y mit
L(v.) < e. Wegen obiger Ungleichung gilt ||z — y|l2 < L(7:) < €. Da € > 0 beliebig war, folgt
|z — y|l2 = 0 und somit, weil || - ||2 definit ist, z = y.

Die Symmetrie von dy folgt direkt aus der Beobachtung dass v : [0,7,] — U genau dann ein
stiickweise glatter Weg in U von x nach y ist, wenn ¥ : [0,T),] — U, gegeben durch ¥(t) =
Y(T5 —t) ein stiickweise glatter Weg in U von y nach z ist. Folglich wird in der Definition von
dy(z,y) und dy(y,x) infima iiber dieselben Mengen gebildet.

Zur Dreiecksungleichung: Sind z,y,z € U und 7, : [0,71] = U ein stiickweise glatter Weg von
xnach y und v, : [0,T5] = U ein stiickweise glatter Weg von y nach z, soist v : [0, T1+T5] — U,
definiert durch y(t) = 7,,,(t) falls 0 <t < Tj und y(t) = v,.(t = T1) falls T} <t < T + 15, ein
stiickweise glatter Weg von x nach y. Somit folgt

du(z,2z) < L(y) = L(’Y:r,y) + L(’Yy,z) .

Da dies fiir alle Wege v, , resp. 7, . gilt, kann man auf der rechten Seite Infima {iber solche
Wege nehmen und erhihlt dy(z, 2) < dy(z,y) + dy(y, 2).

Nun berechnen wir dga\ {(0,0}((—=1,0), (1,0)). Fiir n € IN sei v, der Streckenzug
[(_17 0)> (_n_lv 0)7 (07 n_l)a (n_la 0)7 (17 0)] :

Dann ist 7, ein stiickweise glatter Weg in R? \ {(0,0)} von (—1,0) nach (1,0). Weiterhin ist
L(vn) = 2+ n71(2v/2 — 2). Demnach ist

1(=1,0) = (1,0)ll2 = 2 < dr2\{(0,0} ((=1,0) = (1,0)) < inf L(yn) =2.
Es fOlgt dRQ\{(O,O)}((_lv 0), (1, 0)) = 2.

91. Eine exakte Differentialgleichung ist eine Differentialgleichung der Form

p(t,v(t) + q(t, v(t)v'(t) =0,
wobei p, ¢ : R? — R stetige Funktionen sind, sodass (p, ¢) ein Gradientenfeld ist.

(a) Es sei U eine Stammfunktion von (p,q). Zeige, dass eine differenzierbare Funktion
v: (a,b) — R genau dann die exakte Differentialgleichung 16st, wenn U (¢, v(t)) auf
(a,b) konstant ist.

(b) Es sei q(to,vo) # 0. Zeige, dass in die Losung der exakten Differentialgleichung mit
v(tp) = vp in einer Umgebung von ¢ eindeutig ist. Genauer, zeige, dass es ein ¢ > 0
gibt, sodass fiir zwei Losungen vy, vy : (tg — e +to+¢) — R der Differentialgleichung
mit v1(tg) = vo = va(ty) stets vi(t) = va(t) fiir alle ¢t € (tg — €, to + ) gilt.

(c) Zeige, dass die Differentialgleichung
1 = 2to(t) 4 2t%0(t)v'(t)

exakt ist und finde eine Losung v mit v(1) = 1.

Losung: (a) Ist v : (a,b) — R, wobei I ein offenes Interval ist, eine Losung der Differentialglei-
chung, so ist, nach Kettenregel,

%U(t, v(t)) = p(t,v(t) + q(t, v(t)v'(t) =0
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fiir alle t € (a,b) und somit, weil (a, b) ein Intervall ist, U(t, v(t)) konstant auf (a,b). Ist umge-
kehrt U(t,v(t)) konstant auf (a,b), so zeigt eine Anwendung der Kettenregel wie oben, dass v
die Differentialgleichung 16st.

(b) Weil Uy(to,vo) = q(to,vo) # 0 nach Voraussetzung, gibt es nach dem Satz iiber implizite
Funktionen Umgebungen I = (a,b) von tg und J = (¢,d) von vy und eine Funktion v : I — J,
sodass U(t,y) = 0 fur (¢,y) € I x J genau dann, wenn y = v(t). Aufgrund der Stetigkeit von
g koénnen wir annehmen, dass ¢(t,y) # 0 fiir alle (t,y) € I x J. Ansonsten verkleinern wir die
Umgebungen.

Sei nun w : I; — R eine andere Losung der Differentialgleichung mit ¢g € I;. Wir kénnen an-
nehmen, dass I1 C [ ist (sonst ersetze I; durch I3 N 1. Nach dem Satz iiber Implizite Funktionen
und Teil (a) ist v(t) = w(t) fir alle t € I; sodass w(t) € J.

Sei nun ¢; := inf{t € I : w(t) # v(t)}. Dann ist t; > . In der Tat, weil w(ty) € J ist, folgt
w(t) € J fiir alle ¢ in einer Umgebung (t9 — d,tp + 0) von ty aus der Offenheit von J und der
Stetigkeit von w. Nach obigem ist dann aber auch w(t) = v(¢) fiir alle ¢ in dieser Umgebung,
also t1 > tg + 4.

Aus Stetigkeitsgriinden folgt w(t1) = v(t1), denn fiir ¢ < ¢; gilt ja w(t) = v(t) und daher
w(t1) = limgy, w(t) = limgy, v(t) = v(t1). Nun folgt aber t; = supI; = supJ, denn wére ¢;
ein innerer Punkt, so folgt wie oben, dass w(t) = v(¢) in einer kleinen Umgebung von ¢; ist. Es
folgt, dass w(t) = v(t) fir alle t € [tg,00) N I5.

Analog sieht man, dass w(t) = v(t) fiir alle ¢ € (—o0, tp] ist. Man kann also das in der Aussage
von Teil (b) jedes € > 0 wilhlen, sodass (to — ¢,tg +¢) C I ist.

(c) Die Gleichung ist von der Form p(t,v(t)) + q(t,v(t))v'(t) = 0 mit p(t,y) = 1 — 2ty? und
q(t,y) = 2t%y. Dann ist (p, q) ein Gradientenfeld mit Stammfunktion U(t,y) = t — t?y2. In einer
Umgebung von (tg,yo) = (1,1) ist die Gleichung U (t,y) = 0 dquivalent mit y = \/{5_1. Somit
ist v: I — R, gegeben durch v(t) = 72 eine Losung der Differentialgleichung.



