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Vorwort

Das vorliegende Skriptum fasst die Vorlesung “Elemente der Funktionalanalysis” zusammen,
die ich im Sommersemester 2014 an der Universitdt Ulm gehalten habe. Die Vorlesung richtet
sich an Bachelorstudenten im 4. oder 6. Semester und baut auf den Vorlesungen Analysis 1
und 2, lineare Algebra 1 und 2 und der Vorlesung Mafitheorie auf.

Teilweise wird auch auf Resultate der Vorlesung “Topologie” zuriickgegriffen. Im Falle
des Satzes von Arzela-Ascoli geben wir einen Beweis in einem Spezialfall (Satz [4.4.2). Auch
gibt es eine Uberschneidung mit der Vorlesung “Analysis 3” in der die klassische Theorie der
Fourierreihen behandelt wird. Diese wird hier weder vorausgesetzt, noch nidher besprochen.

Schliefflich ist anzumerken, dass die vorliegende Version des Skriptes die erste ist. Es
ist also damit zu rechnen, dass sich im Skript noch zahlreiche Tippfehler, wenn nicht gar
mathematische Ungenauigkeiten, befinden. Wenn man mich auf solche aufmerksam macht
(markus.kunze®@uni-ulm.de) so wére ich sehr dankbar.

M. K.
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Kapitel 1

Grundlagen

In der Funktionalanalysis studiert man unendlichdimensionale Vektorrdume. Anders als in der
linearen Algebra sind diese Rdume zusétzlich mit einer Norm ausgestattet, sodass man auch
einen Konvergenzbegriff hat. In diesem Kapitel fiihren wir die zentralen Begriffe normierter
Raum und Banachraum ein und stellen die wichtigsten Beispiele vor. Anschliefend studieren
wir stetige, lineare Abbildungen zwischen solchen Rdumen. Diese Abbildungen respektieren
aufgrund ihrer Stetigkeit nicht nur die lineare, sondern auch die topologische Struktur.

1.1 Normierte Riume und Banachriume

Definition 1.1.1. Es sei X ein Vektorraum iiber K = C oder iiber IK = R. Eine Norm auf
X ist eine Abbildung || - || : X — [0, 00) derart, dass fiir alle z,y € X und A\ € K folgende
Aussagen gelten.

(N1) Definitheit: Es ist ||z|| = 0 genau dann, wenn x = 0.
(N2) Homogenitdt: Es ist || Az| = |A| - ||z]|-
(N3) Dreiecksungleichung: Es ist ||z + y|| < ||z] + ||y|-

Das Paar (X, || - ||) heiit normierter Raum. Gelten lediglich (N2) und (N3), so nennt man
|| - || eine Halbnorm auf X und (X, | - ||) einen halbnormierten Raum.

Ist (X, |-]|) ein normierter Raum, so definiert d(x,y) := ||z —y|| eine Metrik auf X, sodass
uns alle Begriffe die auf metrischen Rdumen definiert sind, zur Verfiigung stehen. Insbesondere
konnen wir von offenen und abgeschlossenen Mengen, von stetigen Funktionen und von
konvergenten Folgen sprechen. Wir wiederholen nochmals die Definition von konvergenten
Folgen und von Cauchyfolgen in unserer Situation.

Definition 1.1.2. Es sei (X, | - ||) ein normierter Raum und (z,,)nen eine Folge in X.

(1) (xp)nen heiBt Cauchy Folge, falls es zu jedem ¢ > 0 einen Index ng € IN gibt, sodass
|zn — xm]|| < e fiir alle n,m > ny.

(2) (zn)nen heiBt konvergent, falls es ein x € X gibt, sodass es zu jedem ¢ > 0 einen Index
no € IN gibt, sodass ||z, — z|| < € fiir alle n > ng. In diesem Fall heiit = Grenzwert der
Folge (x,)nen. Wir schreiben x = lim,,_, o x,, oder x,, — x.

Ein normierter Raum, in dem jede Cauchyfolge konvergiert, heifit vollstindiger normierter
Raum oder Banachraum.
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Lemma 1.1.3. Es sei (zy)nen eine Folge im normierten Raum (X, | - ||).
(1) Gelten z, — x und x, — y, so ist ¢ =y.
(2) Wenn x, — x, dann ||z,| — ||z||.
(8) Wenn (xn)new konvergiert, so ist (xn)nen eine Cauchyfolge.
(4) Ist (zn)nen eine Cauchyfolge, so ist (x,)nen beschrankt, d.h. sup,cp ||zn| < oo.

Beweis. (1) Sei z,, — x und x, — y. Zu ¢ > 0 finden wir Indizes n; und ng derart,
dass ||z, — z|| < € fir n > n; und ||z, — y| < e fir n > ny. Unter Verwendung der
Dreiecksungleichung und der Homogenitit folgt also, dass

Hx - yH = ”x — Tni+ng + Lni+ng — y” < H:C - $n1+n2|| + HxnlJrnQ - y”
= [l = Tnignoll + 1 = Uy = Tnygn || < 26

Da € > 0 beliebig war, folgt ||z — y|| = 0 also z = y wegen der Definitheit von || - ||.

(2) Es folgt aus der Dreiecksungleichung, dass ||z,| < ||z, — x| + [|z|], also ||z, || — ||z] <
|zr, —z||. In Verbindung mit der Homogenitét sieht man genauso, dass ||z|| — ||z, | < ||z, — 2|,
insgesamt also |||z, || — ||z||| < ||z, — z||. Daraus folgt die Behauptung.

(3) Wenn (z,,) konvergiert, etwa gegen x, so findet man zu gegebenem & > 0 einen Index
no derart, dass ||z, — x| = || — z,|| < /2 fiir alle n > ng. Insbesondere ist fiir n,m > ng
stets

[2n = 2| < [Jon — 2| + ||z — 2| <e/2+e/2 =e.
Dies zeigt, dass (x,) eine Cauchyfolge ist.

(4) Ist (x,,) eine Cauchyfolge, so kénnen wir N so wéhlen, dass ||z, — x| < 1 fiir alle

n > N.Ist C:=max{||zj]| : j=1,...,N} + 1, s0ist ||z,]| < C fiir alle n € IN. O

Bemerkung 1.1.4. In halbnormierten Rdumen kann man immer noch von Konvergenz und
Vollstandigkeit reden. Allerdings sind die Grenzwerte von konvergenten Folgen nicht mehr
notwendigerweise eindeutig.

Wir geben nun einige Beispiele von Banachrdumen. Der Beweis, dass ein normierter Raum
X vollsténdig ist (also ein Banachraum ist) erfolgt meist in drei Schritten:

(i) Gegeben eine Cauchyfolge findet man einen Kandidaten fiir den Grenzwert. Typischer-
weise verwendet man hier die Vollstandigkeit des Skalarkérpers und nimmt Grenzwerte
“in einem schwécheren Sinn”, etwa punktweise.

(ii) Man zeigt, dass der gefundene Kandidat in X liegt.

(iii) Man zeigt, dass die Folge tatsichlich beziiglich der Norm gegen den Kandidaten
konvergiert.

Satz 1.1.5. Es sei Q) eine Menge und
Fo(Q) :={f:Q—= K : fist beschrinkt}.
Dann ist Fp(2) ein Banachraum beziiglich der Supremumsnorm (/) || - ||, gegeben durch

1flloo == sup|f(z)|.
z€eQ)
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Beweis. Es sei (fy,) eine Cauchyfolge beziiglich || - ||o. Fiir z € 2 ist dann wegen
[fn(@) = fm(2)] < Sup [fn(@) = fm(2)] = lfn = Fnllo

auch (f,(z)) eine Cauchyfolge in K, also (wegen der Vollsténdigkeit von K) konvergent. Es
sei f(z) := limp o0 fn(x). (Dies ist unser “Kandidat” fiir den Grenzwert.)

Dann ist f beschrinkt, also ein Element von F3(€2). In der Tat ist wegen Lemma 4)
die Folge f, beschriankt. Also gibt es ein C' > 0 mit |f,(z)| < || fn]leo < C fiir alle x € Q und
n € IN. Weil das Intervall (—oo, C] abgeschlossen ist, folgt, dass auch |f(x)| = lim | f,,(z)| < C
ist. Somit ist f beschrankt.

Es bleibt zu zeigen, dass || fn, — f|lcc — 0. Sei hierzu € > 0 gegeben. Zunéchst wihlen wir
ng derart, dass || f, — fimlloo < € iir alle n,m > ng gilt. Sei nun x € Q. Nach Wahl von f gibt
es einen Index ni(x) so, dass |f,(z) — f(z)| < e fir alle n > ni(z). Ohne Einschréinkung
diirfen wir annehmen, dass nj(x) > ng ist. Fiir n > ng gilt dann

[ fu(@) = F(@)] < | fa(@) = fry@)@)] + [ ) (@) = ()]
< an - fnl(x)Hoo +e < 2e.

Da z € Q beliebig war, folgt || fn, — flleo < 2¢ fiir alle n > ng. Dies zeigt, dass f,, — f. O

Wihlt man fir Q = {1,...,d}, so kann man den Raum () mit K% dem iiblichen
d-dimensionalen Koordinatenraum identifizieren. Die Norm ||z|| ist in diesem Fall gerade
gegeben durch

|z]|oo = max{|z1]|,...,|zal}-

Wahlt man €2 = IN, so erhélt man einen anderen wichtigen Spezialfall, den Raum ¢*° der
beschrankten Folgen. Dies ist also auch ein Banachraum beziiglich der Supremumsnorm.

Korollar 1.1.6. Es se:
0 = {x = (zp)nen : (x,) ist eine beschrinkte Folge in IK}.
Dann ist £>° ein Banachraum beziiglich der Norm ||X||co := sup,, |n|.

Bemerkung 1.1.7. Es ist leicht zu sehen, dass eine Folge in K¢ genau dann konvergiert,
wenn jede Komponente konvergiert. Dies ist in £*° nicht der Fall, wie man an der Folge x,, :=
(0,0,...,0,1,1,...) (zuerst n Nullen, dann nur noch Einsen) sieht. Diese Folge konvergiert
komponentenweise gegen den Nullvektor 0 = (0,0,0,...), aber ||x, — 0||oc = 1 4 0.

Ist X ein Teilraum eines Banachraumes, so ist es wesentlich einfacher zu zeigen, dass X
selbst ein Banachraum ist.

Lemma 1.1.8. Es sei (Y,||-||) ein Banachraum und X CY ein Teilraum. Dann ist (X, || -||)
genau dann ein Banachraum, wenn X abgeschlossen in'Y ist.

Beweis. Angenommen, (X, ||-]|) ist ein Banachraum. Ist x,, eine Folge in X, die gegen y € Y
konvergiert, so ist wegen Lemma M(?)) (z,) eine Cauchyfolge in Y, also auch in X. Wegen
der Vollstandigkeit von X gilt x,, — z fiir ein z € X. Aus Lemma (1) folgt x = y, also
y e X.

Ist umgekehrt X abgeschlossen in Y und (z,) eine Cauchyfolge in X, so ist (z,) auch
eine Cauchyfolge in Y, also, wegen Vollstdandigkeit, konvergent. Es sei etwa x, — y. Da X
abgeschlossen ist, ist y € X und daher (x,) als Folge in X konvergent. O
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Lemma besagt, dass man sich in obigem “Kochrezept” auf Punkt (ii) beschrinken
kann, wenn der gegebene Raum ein Teilraum eines Banachraumes ist. In der Tat ist, wegen
der Eindeutigkeit des Grenzwertes, der einzig mogliche Kandidat fiir den Grenzwert derjenige,
den man im grofleren Raum findet. Gegen diesen konvergiert die Folge auch in der richtigen
Norm. Es bleibt lediglich zu kldren, ob der Grenzwert im richtigen Raum liegt.

Korollar 1.1.9. Es sei Q2 ein metrischer Raum. Insbesondere ist der Raum Cy(S2) der
beschrinkten, stetigen Funktionen auf Q0 ein Banachraum beziiglich der Supremumsnorm.

Beweis. Offensichtlich ist C(Q) C F(€2). Wegen Lemma [1.1.8] geniigt es also zu zeigen, dass
C(Q2) abgeschlossen in F(2) ist. Sei hierzu f, eine Folge in C(2) die gegen f € Fp(Q)
konvergiert. Zu gegebenem ¢ gibt es also ein ng sodass |f,(z) — f(z)| < € fiir alle n > ng
und alle z € Q). Das bedeutet, dass f, gleichmdfsig gegen f konvergiert. Da der gleichméfBige
Grenzwert stetiger Funktionen stetig ist, ist f € Cp(12), also C'(£2) abgeschlossen in F3(€2). O

Bemerkung 1.1.10. Ist 2 = K kompakt, so ist jede stetige Funktion auf K beschréinkt. In
diesem Fall ldsst man den index b héufig weg und schreibt lediglich C'(K') anstelle von Cp(K).

Korollar 1.1.11. Der Raum cqo der Nullfolgen ist ein Banachraum beziiglich der Supremums-
norm.

Beweis. Wegen Lemma geniigt es zu zeigen, dass cg in £°° abgeschlossen ist. Sei hierzu
(xp) eine Folge in ¢g, die gegen x € ¢ konvergiert. Wir schreiben x,, = (:vg))je]N und
X = (a:(j))je]N Es ist zu zeigen, dass () — 0 fiir j — co. Zu gegebenem & > 0 wihlen wir ng
derart, dass ||x, — X||ec < € fiir n > ng. Das ist moglich, da x, — x. Weil x,,, € co gibt es jo

mit \x%o\ < ¢ fiir j > jo. Fiir solche j folgt dann
|29 < |29 — 2P| + 20| < [1x = xalloo + & < 2.
Somit ist x € ¢g. 0

Fiir a < b kénnen wir auf dem Raum C/([a, b]) auch folgende Norm betrachten:

1l = / ()] d. (1.1)

Aus der Linearitit des Integrals folgen Homogenitit und Dreiecksungleichung leicht. Fiir
die Definitheit gentiigt es zu bemerken, dass eine stetige Funktion f > 0 die nicht Null ist,
positives Integral hat. In der Tat, ist f(t9) > 2e > 0, so gibt es wegen der Stetigkeit von
feind >0 mit f(t) > e fir t € (to — 0,t0 + ). Wir konnen annehmen, dass entweder
[to,to + J) C [a,b] oder (t9 — 6,t0] C [a,b], sonst verkleinern wir §. Dann gilt

1 1
/0 f(t) dt 2 /0 8H(t0757t0+6)(t) dt =& > 07

also ist || - ||1 definit. Allerdings ist (C([a,b]), ] - ||1) kein Banachraum. Wir zeigen dies fur
a = —1,b=1. Den allgemeinen Fall beweist man analog. Es sei

fn(t) = nt]l(07n_1) + ﬂ[n—l,l] S C([—l, 1])

Dann ist f, < fp, fiir m > n, also

1

1 1
Hh—mm:[#Mﬂ—hwﬁzo m—mﬁ+ﬂ1—mﬁ
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2m? + 2n2 2m? 2

+5(=>——

~-m-n l-n 1-n 1/1 1 1,1 1
N (n2 m2> (m n)
Weil sowohl %#, als auch %% in R konvergent, also Cauchyfolgen sind, folgt, dass auch f,
eine Cauchyfolge in (C([—1,1]), |- |1) ist. Allerdings konvergiert f,, in (C([—1,1]), | -|1) nicht.
Wiire némlich f ein Grenzwert der Folge f,,, so miisste f(z) = 1 fiir € (0,1] und f(z) =0
fiir x € [—1,0) sein, was fiir eine stetige Funktion unmdglich ist. Wenn nédmlich f(xg) # 1 fiir
xo > 1 wire, so miisste wegen der Stetigkeit von f, und f in x¢ bereits |f,(x) — f(x)| > ¢
fiir alle z in einer Umgebung von z fiir geniigend grofie n. Dann wére aber, wie beim Beweis
der Definitheit, || f, — f|l1 > ¢ > 0 fiir grofie n, was nicht sein kann. Analog zeigt man, dass

fn(x) =0 fiir z € [-1,0). Insgesamt haben wir gezeigt
Satz 1.1.12. Der normierte Raum (C([a,b]), | - |[1) ist nicht vollstindig.

Somit “fehlen” in C([a,b]) Elemente um diesen Raum beziiglich || - [|; vollstindig zu
machen. Man koénnte nun versuchen, den Raum C(]a,b]) durch den Raum R([a,b]) der auf
[a, b] Riemann-integrierbaren Funktionen zu ersetzen. In der Tat ist f := 1o € R([—1,1])
und es gilt fiir die oben betrachtete Folge f,,, dass f,, — f beziiglich || - ||1. Allerdings ist || - ||1
auf R([a,b]) keine Norm mehr, sondern lediglich eine Halbnorm (etwa ist ||1g}|| = 0 obwohl
1{0} # 0 ist).

Dieses Problem kénnte man dadurch l6sen, dass man Funktionen mit gleicher Norm
identifiziert, d.h. man geht zu Aquivalenzklassen iiber. Dies kann man in der Tat machen,
allerdings ist der Raum, den man erhélt immer noch unvollsténdig. Um vollstédndige Raume
integrierbarer Funktionen zu erhalten, bedient man sich der Lebesgue’schen Integrationstheorie.

Sei hierzu (Q, %, p) ein Mafiraum, d.h. ¥ ist eine o-Algebra auf Q und p : X — [0, o0] ist
ein Maf3 auf X, also eine Abbildung derart, dass fiir paarweise disjunkte Mengen A, € ¥

stets u(U, 4n) = >, (4) gilt.
Proposition 1.1.13. Firp € [1,00) ist die Menge £P(Q, X, 1), definiert als

ZLP(Q) :={f : Q@ — Kmessbar : /Q|f]pdu< oo}

ein Vektorraum. Weiter ist || - definiert durch

155

1915 = ([ 150e duto)”

eine Halbnorm auf LP(Q, 3, 1).

Ist der Mafiraum (€2, %, ) aus dem Zusammenhang klar, so schreiben wir oft nur .Z?(£2)
oder sogar lediglich .ZP.

Der Beweis von Proposition beruht groftenteils auf elementaren Eigenschaften
messbarer Funktionen. Lediglich die Dreiecksungleichung im Fall p € (1, 00) bedarf gréferer
Aufmerksamkeit. Wir wiederholen die Details aufgrund der Wichtigkeit fiir die Funktional-
analysis.

Satz 1.1.14. Es sei (2, %, 1) ein Mafraum, p,q € (1,00) mit % + % =1.
(1) (Hélderungleichung) Ist f € Z£P(Q) und g € L9(R), so ist fg € L1(Q). Weiter ist

gl < 1715 lgllg-
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(2) (Minkowskiungleichung) Sind f,g € £P, so ist f + g € £LP() und
1+ gl < If15 + lgllp-

Beweis. (1) Zunichst zeigen wir, dass 2"y~ < rz + (1 — 7)y fiir z,y > 0 und r € (0,1). Ist
x = 0 oder y = 0, so ist dies offensichtlich. Ansonsten ist die Behauptung &dquivalent zur
Konkavitat des Logarithmus:

log(z"y 1= )Y=rlogz+ (1 —r)logy <log(rz+ (1 —1r)y).

Diese wiederum folgt aus der Tatsache, dass log”(t) = —t=2 < 0 fiir ¢ > 0.

Seien nun f € £P(Q) und g € Z(Q). Definiere A := (|[f|;)? und B := (|[g]|;)?.
Ohne Einschrinkung seien A, B > 0. Verwenden wir obige Aussage fiir r = p~! (also
l—r=1-pl=¢HYundz=A"1f(w)]P, y =B g(w)|? an, so folgt

(If(A)Ip) (IQ(B)Iq)i ;f(A) +q (;)".

Da A und B nach Voraussetzung endlich sind, folgt bei Integration iiber €2 die Integrierbarkeit
von fg aus der Monotonie des Integrals. Weiterhin folgt

; 1||f I < 1) +31<ugu>

p
Nehmen wir an, dass A = B = 1 ist, so folgt || fg|} <p~'+¢ ' =1 =f|;llg]l;. Fiir den
allgemeinen Fall ersetzen wir f durch f=A"1fund g=B"lg.

(2) Aus der Abschitzung |f + g|P < 2P(|f|P + |g|P) folgt sofort, dass mit f und g die
Funktion f + ¢ auch p-integierbar ist.
Seinung ' =1—-p! = pp%l also (p — 1)g = p. Aus Teil (1) folgt

(IF +gll2)? /!f )+ g@)P dp(w)

/If MF(w) + g(w) P~ dplw /Ig If () + g(W)P~ dp(w)

< (I£lly + gl AICE + )P~
= (ILFI5 + gl AL f + gll)P~,

was dquivalent zur Aussage ist. O
Um die Vollsténdigkeit von ZP () zu zeigen, verwenden wir folgendes Lemma.

Lemma 1.1.15. FEin halbnormierter Raum (X, || - ||) ist genau dann vollstindig, wenn jede
absolut konvergente Reihe konvergiert, d.h. ist (x,) eine Folge in X mit )", ||zn| < oo, so
gibt es ein Element x € X mit > }_, x1, — .

Beweis. Aufgrund der Dreiecksungleichung ist || Y52, il < 35w, [lzk|. Ist also die Reihe
der z, absolut konvergent, so bilden die Partialsummen ) ;_, zj eine Cauchyfolge. Insbeson-
dere konvergieren die Partialsummen wenn X vollstdndig ist.

Nimm nun umgekehrt an, dass in X jede absolut konvergente Reihe konvergiert. Sei weiter
eine Cauchyfolge () gegeben. Zu g := 2% finden wir ein N, derart, dass

[Zn — Zm|| < 27k
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fiir n,m > Nj. Insbesondere finden wir eine Teilfolge x,, mit
|’xnk+1 - xnk” < 2_k

fir alle & € N. Fiir y, = Z,,, — Zp, ist also Y 77, |lyxl| < oo. Nach Voraussetzung
konvergieren die Partialsummen gegen ein y € X. Es ist also

T
DYk =T, — T Y
k=1

und daher z,, — y + x1. Somit hat (z,) eine konvergente Teilfolge und ist daher selbst
konvergent. O

Satz 1.1.16. Der halbnormierte Raum (£P(Q),]| - ||;,) ist vollstindig.

Beweis. Wir benutzen Lemma [1.1.15| und zeigen, dass in .ZP(2) jede absolut konvergente Rei-
he konvergiert. Sei hierzu eine Folge (f,) C £P(2) mit > 22 || fxll; =: ¢ < oo gegeben. Wir
definieren hy, := Y }_; | fi| und hoo := sup hy,. Dann ist hs als punktweiser Grenzwert messba-
rer Funktionen messbar (nimmt aber eventuell den Wert oo an). Aus der Dreiecksungleichung
folgt

n
Bl <D Ifell* < e < oo
k=1

Aus dem Satz iiber die monotone Konvergenz folgt

/h’o’odu—sup/hﬁd,ugcp<oo.
Q nelN JQ

Insbesondere ist ho, auBlerhalb einer Nullmenge (etwa aufierhalb der Nullmenge V) endlich.
Fiir w € Q\ N ist also

> | fe(w)] = hoo(w) < 0o
k=1

Weil der Skalarkorper KK vollsténdig ist, gibt es fiir solche w ein f(w) mit
oo
flw) =2 frl(w).
k=1

Fiir w € N setzen wir noch f(w) = 0. Somit haben wir eine messbare Funktion f definiert.
Nach Konstruktion gilt |f| < ho und daher liegt mit hoo auch f in ZP(Q2). Es bleibt nur

noch zu zeigen, dass || f — 37—, full; — 0. Sei hierzu g, := |f — Zz;ll TelP =120, fulP
Nach Konstruktion gilt g, — 0 fast iiberall. Weiter ist 0 < g, < h% und die letzte Funktion
ist integrierbar. Nach dem Satz iiber die dominierte Konvergenz gilt also ||g,||] — 0, was zu
zeigen war. O

Nun skizzieren wir noch, wie man aus dem halbnormierten Raum £?(2) einen normierten
Raum LP(Q2) konstruiert. Hierzu identifizieren wir Funktionen f und g mit || f — g|;, = 0. Dies
ist Aquivalent zu f = g fast iiberall. Wir bilden Aquivalenzklassen

[f]={9 € £P(Q) : f =g fast iiberall}.



8 KAPITEL 1. GRUNDLAGEN

Sodann fassen wir diese Aquivalenzklassen als unsere priméren Objekte auf:
LP(Q) == A{[f]: f € ZP()}.

Die Vektorraumoperationen werden durch [f] + [g] := [f + g] und A[f] = [Af] erklért (man
iiberzeuge sich, dass dies wohldefiniert ist!). Zu guter Letzt definieren wir noch

1Al == (1715
Dies ist wohldefiniert, denn wenn f = g fast {iberall ist, so ist || f[|;, = [|g[|;,- AuBerdem ist dies
eine Norm, denn ist ||[f]||, = 0, so muss f = 0 fast iiberall sein, also [f] = [0]. Die anderen

Eigenschaften einer Norm sind klar. Aus Satz [1.1.16] erhalten wir nun
Korollar 1.1.17. Der Raum (LP(), || - ||p) ist ein Banachraum.

Bemerkung 1.1.18. Wie iiblich behalten wir die Schreibweise [f] fiir Elemente von LP(£2)
nicht bei, sondern schreiben einfach f und operieren mit den Elementen von LP(2) als
wiéren sie Funktionen. Dies fiihrt meist nicht zu Problemen, solange man beachtet, dass alle
Gleichheiten lediglich fast iiberall zu verstehen sind.

Wir erwidhnen noch einen wichtigen Spezialfall.
Korollar 1.1.19. Der Raum P der p-summierbaren Folgen
o0
P ={x=(z,) CK: Z]wk\p<oo}
k=1

ist ein Banachraum beziiglich der Norm

00 1
Ixllp = (3 lzl?) "
k=1

Beweis. Dies folgt aus Korollar [1.1.17] fiir den Mafiraum (€2, 3, u) = (IN, Z(IN), (), wobei ¢
das Zahlmaf ist. O

1.2 Beschriankte Operatoren und Funktionale

Definition 1.2.1. Es seien X,Y normierte Riume. Ein beschrinkter Operator (oder auch
stetiger Operator) von X nach Y ist eine lineare Abbildung T : X — Y die stetig ist. Gilt
also x, — = in X, so folgt T'(x,,) — T'(x) in Y. Wir schreiben .Z(X,Y") fiir den Vektorraum
(1) der beschrénkten Operatoren von X nach Y. Fiir Y = K spricht man auch von stetigen
Funktionalen und nennt den Raum £ (X, K) den Dualraum von X . Notation: X* := £ (X, K).

Bemerkung 1.2.2. Sind X und Y endlichdimensionale Rdume, so ist jede lineare Abbildung
T stetig. Nach Wahl von Basen kann man eine lineare Abbildung mit ihrer Darstellungsmatrix
A identifizieren, d.h. T'(z) = Ax. Es ist iiblich auch in unendlicher Dimension Tz statt T'(z)
zu schreiben.

Proposition 1.2.3. Es seien (X, ||-||x) und (Y, || - ||y) normierte Riume und T eine lineare
Abbildung von X nach Y. Folgende Aussagen sind dquivalent.

(i) T ist stetig, d.h. x, — x impliziert Tz, — Tx.
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(ii) T ist stetig in 0, d.h. x, — 0 impliziert Tz, — 0.
(i1i) Es gibt eine Konstante L derart, dass ||Tz||y < L|jz||x fir alle x € X ist.
() [ Tlop == sup{[[T|ly : lz]x <1} <oo.

Beweis. (i) = (ii) ist trivial.

Angenommen, es gébe keine Konstante L wie in (iii). Dann gébe es zu n € IN ein Element
Ty, mit ||Tzy,|| > n||zy|. Wir kénnen ohne Einschrénkung annehmen, dass ||z,| = 1 ist,
sonst teilen wir durch die Norm. Es folgt v, := n~'z,, — 0. Andererseits ist wegen der
Linearitdt von T aber Ty, = n~ Tz, und somit | Ty,|| = n~!||Tz,| > 1, also Ty, # 0, im
Widerspruch zu (ii). Dies zeigt (i) = (iii).

(iii) & (iv): Es gilt offensichtlich ||T'||op < L < oo fiir jedes L wie in (iii). Setzen wir
= Hx||)_(1x fiir = # 0, so gilt umgekehrt

1Tzlly = [l x T2y < [Tllopllz(lx,

denn ||Z||x = 1. Insgesamt ist also ||T'||op das Infimum aller L fiir die die Abschétzung in (iii)
gilt.
(iii) = (i) Ist xy, = =, so gilt ||z, — z||x — 0. Wegen (iii) folgt

|Tzn — Tazlly = |T(zn — 2)[ly < L|lzn —2l|x =0,
also T'x,, — Tx. O

Proposition 1.2.4. Es seien X undY normierte Ridume. Dann definiert ||-||op eine Norm auf
Z(X,Y) - die sogenannte Operatornorm. Ist Y wvollstindig, so ist auch £ (X,Y’) vollstindig.
Insbesondere ist X* stets ein Banachraum.

Beweis. (UA) O

Im Folgenden werden wir meist nicht zwischen der Norm auf den Réumen X und Y und
der Operatornorm auf .2 (X,Y’) unterscheiden, da aus dem Zusammenhang klar ist, welche
Norm gemeint ist.

Die Operatornorm hat eine weitere wichtige Eigenschaft, sie ist submultiplikativ.

Lemma 1.2.5. Es seien X,Y und Z normiertere Riume. Sind T € £ (X,Y) und S €
LY, Z), soist ST :=SoT € L(X,Z) und ||ST| < ||S| - |||

Beweis. Fir z € Z ist ||STz| < ||S||T=| < [ISIIT]||z||, woraus sofort die Behauptung
folgt. O

Beispiel 1.2.6. (Multiplikationsoperatoren)
Es sei m € ¢*°. Dann definiert M : # — (P, Mx = (m,xn)nen einen beschrinkten
Operator auf . Weiter ist || M| = ||m||cc-

Beweis. Offensichtlich ist M linear. Weiter gilt
oo oo
[Mx|[p = fmgzylP < sup [mn[P|ag[” = [Jm]]Z |-
k=1 k=1721

Es folgt, dass M stetig ist mit ||[M]| < |m| . Andererseits gilt fiir e, =
llenllp = 1. Somit ist || M| > ||Mey||, = |my| fiir alle n € IN. Es folgt [|M|| > |m||. O
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Beispiel 1.2.7. (Punktauswertungen)

Wir betrachten den Raum C(K) fiir ein Kompaktum K C RY. Fiir zp € K ist die
Abbildung 6, : C(K) — K, definiert durch d,(f) = f(zo), ein beschrinktes Funktional auf
C(K).

Beweis. Offenbar ist d,, linear. Weiter ist

|02 (f)] = [f (o) < sup | f(z)] = [|f]lc-
zeK

Dies zeigt, dass d,, beschrénkt ist mit ||d,,|| < 1. Setzt man f = 1 ein, so sieht man, dass
10201 = 1 ist. O

Wir betrachten nun noch eine fiir die Anwendungen besonders wichtige Klasse von Bei-
spielen — die sogenannten Integraloperatoren. Diese Operatoren treten in natiirlicher Weise in
Integralgleichungen auf und das Studium solcher Gleichungen war eine der Hauptmotivationen
fiir die Entwicklung der Funktionalanalysis.

Beispiel 1.2.8. (Integraloperatoren)

Wir betrachten den Raum L?((0, 1), \), wobei A das Lebesguemafl auf der Borel o-Algebra
von (0,1) ist. Sei weiter k € L?((0,1)%,A\2), wobei A\? das zweidimensionale Lebesguemaf ist.
Es folgt aus dem Satz von Fubini, dass k(z,-) € L2((0,1), \) fiir fast alle € (0,1). Aus der
Holder’schen Ungleichung folgt, dass fiir f € L?(0,1) die Funktion k(z,-)f(-) in L1(0,1) liegt
fiir fast alle x € (0,1). Somit kénnen wir fiir f € L?(Q2) und z € (0,1)

1
Tif(z) = /0 k(. 9) f(y) dA(y)

definieren. Zunéchst ist (T f)(x) nur fiir fast alle  wohl-definiert, fiir andere x setzen wir
Ti.f(z) = 0. Als Konsequenz des Satzes von Fubini ist T} f(x) messbar. Mit Holder und
Fubini folgt

st = [ | [ s i o)
< [1([ Wl 116 0w) aw

< [[([ wevraw)( [ 11winw) o)
1 1
< 1711 /O /O k(z, 9)[? dA(2)AA(y).

Somit ist T}, beschrénkt mit ||Ty|| < ||k||12(¢(0,1)2)- Allerdings gilt hier im Allgemeinen keine
Gleichheit.

Beispiel 1.2.9. (Ein unstetiger linearer Operator)

Wir betrachten den Raum C([0,1]) der stetig differenzierbaren Funktionen auf [0, 1],
versehen mit der Supremumsnorm. Dann ist der lineare Operator D : C*(]0,1]) — C([0, 1]),
Df := f' nicht stetig. In der Tat konvergiert f,(t) := n~'t" gegen 0, aber Df,(t) = t"!
erfilllt ||Df,| = 1, insbesondere gilt D f,, # 0.

Man kann den Operator D auch als Operator auf C([0,1]) auffassen, der allerdings nicht
auf dem gesamten Raum definiert ist, sondern nur auf dem Teilraum C*([0,1]). In dieser
Situation ist man héufig (insbesondere in Anwendungen auf partielle Differentialgleichungen).



1.2. BESCHRANKTE OPERATOREN UND FUNKTIONALE 11

Definition 1.2.10. Es seien X und Y normierte Rdume. Ein Operator ist eine lineare
Abbildung A : def(A) — Y, wobei der Definitionsbereich def(A) ein Teilraum von X ist. Der
Operator A heifit abgeschlossen, falls fiir jede Folge (x,) C def(A) aus =, — = und Az, —y
stets x € def(A) und Az =y folgt.

Beispiel 1.2.11. Auf X = C([a,b]) ist der Operator D, gegeben durch def(D) = C*([0,1])
und Df = f’ ist abgeschlossen. Ist nédmlich f, eine Folge stetig differenzierbarer Funktionen
und konvergieren f, — f und f], — g gleichmissig, so ist f stetig differenzierbar und f’' = g,
wie man in der Analysis lernt.

Definition 1.2.12. Es seien (X, |- || x) und (Y, || - [|[y) normierte Rdume. Ein Isomorphismus
ist eine bijektive Abbildung 7 : X — Y derart, dass T und T~! beschréinkte Operatoren
sind. Gibt es einen Isomorphismus zwischen X und Y, so sagt man X und Y seien isomorph.
Eine Isometrie ist eine Abbildung 7" : X — Y mit ||Tz|y = ||z||x fir alle z € X. Ist T ein
Isomorphismus und eine Isometrie, so nennt man 1" einen isometrischen Isomorphismus und
sagt X und Y seien isometrisch isomorph.

Bemerkung 1.2.13. Sind durch || - ||; und || - |2 zwei Normen auf dem Vektorraum X
gegeben, so ist die Identitét ein genau dann ein Isomorphismus zwischen (X, || - |/1) und
(X, |- |l2), wenn es Konstanten ¢, ca > 0 gibt mit

cillzlly < flzlle < eaffzfly
fiir alle x € X. In diesem Fall sagt man, die Normen || - ||; und || - ||2 sind dquivalent.

Auf endlichdimensionalen Vektorrdumen sind je zwei Normen #dquivalent. Manchmal
beweist man dieses Ergebnis in Analysis 2. Wir geben der Vollstandigkeit halber einen Beweis
an.

Proposition 1.2.14. Ist X ein endlichdimensionaler (reeller oder komplexer) Vektorraum,
so sind je zwei Normen auf X dquivalent.

Beweis. Es sei v = (v1,...,vq) eine Basis von X und Ty : K¢ — X definiert durch Tyo :=
Z;lzl a;v;. Dann ist T, bijektiv. Wir definieren die Norm (!) || - || auf X durch ||z||. :=
| Ty | 0. Ist nun || - || eine Norm auf X so geniigt es zu zeigen, dass || - || und || - || fquivalent
sind.

Beachte, dass T}, eine stetige Abbildung von (K%, || - ||o0) nach (X, || - ) ist. In der Tat ist
némlich

d n
IToe = T8l = || (e = Bown| < lla = Blloc D el
k=1 k=1

Also ist auch die Abbildung f := ||-||o T, stetig. Da die Menge K := {a : ||a||cc = 1} kompakt
ist, nimmt f auf X Minimum und Maximum an, es gibt also ¢, co mit ¢; < f(a) < o, also
c1 < ||Tval|| < e fiir alle z = Ty mit ||z]|e = 1. Beachte, dass ¢; > 0 ist, denn sonst gibe es

ein « € K mit ||Tya| = 0. Also, weil || - || definit ist, wére Tya = 0, was a = 0 nach sich zieht,
denn 7, ist eine bijektive lineare Abbildung. Dies widerspricht aber der Bedingung ||«| = 1.
Verwendet man nun die Homogenitét von || - ||, so folgt

alhalle < [Toal < 2l Toalle

fiir alle « € K?. O
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Sind zwei Rdume isometrisch isomorph, so sind sie (vom mathematischen Standpunkt
her) als normierte Rédume nicht zu unterscheiden. Die Objekte sind lediglich anders benannt
worden. Wir geben hierzu ein Beispiel, in dem wir den Dualraum eines normierten Raumes
identifizieren.

Satz 1.2.15. Der Dualraum von €' ist isometrisch isomomorph zu (.

Beweis. Wir definieren @ : (° — (¢1)* durch [®(x)](y) := >_p_; Zk¥k, d.h. das Funktional
®(x) bildet das Element y auf > "7, xxyy ab. Beachte zunichst, dass

o0 (0.9]
DG = | D aw| <D el sup ;] = Ixllocliy s
k=1 k=1 =1

ist. Somit ist ®(x) in der Tat ein beschrénktes Funktional und es gilt [[®(x)[|(;1)« < [[%][oo-
Indem man die Vektoren e,, einsetzt sieht man wie in Beispiel dass hier Gleichheit gilt.
Insbesondere folgt, dass @ injektiv ist. Es bleibt somit nur noch zu zeigen, dass ® surjektiv
ist.

Sei hierzu ¢ € (£1)*. Wir setzen zj := @(ey,). Dann ist |zx| < ||¢|l|lex/l1 = [|¢l|. Insbeson-
dere ist x = (z) € £°°. Sei nun y = (y;) € ¢! gegeben. Wir setzen y,, := 2?21 yjej. Wegen
der Linearitét von ¢ und ®(x) ist

olyn) = > _yiele;) = yjz; = [B(x)](yn)-
=1 =1

Nun beachte, dass y, — y in £'. Wegen der Stetigkeit von ¢ und ®(x) folgt

ply) = lim o(yn) = lim [®(x)](yn) = [2(x)] ().

n—o0

Somit gilt ¢ = ®(x). Dies zeigt die Surjektivitit von ®. O



Kapitel 2

Hilbertraume

Wir betrachten nun eine spezielle Klasse von Banachridumen, namlich Hilbertrdume, in
denen eine zusétzliche Struktur — ein Skalarprodukt — vorhanden ist. Hilbertriume sind
den endlichdimensionalen Raumen sehr dhnlich. Beispielsweise kann man immer in einer
Orthonormalbasis rechnen. Fiir uns besonders wichtig ist der Projektionssatz [2.3.1] der
besagt dass es in einer konvexen abgeschlossenen Menge stets genau einen Punkt gibt, der
einem vorgegebenen anderen Punkt am néchsten liegt. Dies hat erstaunliche Konsequenzen.
Beispielsweise kann man einen Hilbertraum stets mit seinem Dualraum identifizieren.

2.1 Unitiare Riume

Definition 2.1.1. Es sei H ein reeller oder komplexer Vektorraum. Ein Skalarprodukt auf
H ist eine Abbildung (-, ) : H x H — K derart, dass fiir z,y,z € H und A € K folgende
Eigenschaften gelten.

(SP1) Definitheit: (x,z) > 0 und (x,z) = 0 impliziert = = 0.

(SP2) Symmetrie: (z,y) = (y,x).
(SP3) Linearitit: (x + Ay, z) = (x, z) + ANy, 2).

Das Paar (H, (-, -)) heifit unitdrer Raum oder Prdhilbertraum.

Bemerkung 2.1.2. Wegen (SP2) ist (x,z) = (x,x) also (x,z) € R. Aus (SP2) und (SP3)
folgt, dass das Skalarprodukt in der zweiten Komponente “fast linear” ist, es gilt ndmlich
(x,y + \z) = (z,9) + Mz, 2). Man muss also Skalare “konjugiert komplex herausziehen”.
Manchmal nennt man eine solche Abbildung antilinear. Vom Skalarprodukt selbst sagt man,
es sei sesquilinear (sesqui = 1%) Ist der Skalarkérper R, so muss man nicht konjugieren und
das Skalarprodukt ist in beiden Komponenten linear, also bilinear.

Beispiele 2.1.3. (1) Auf H = K? ist durch

d
k=1
ein Skalarprodukt erklért.

13
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(2) Auf H = ¢? ist durch
<X7 Y> = Z TkYk
k=1

ein Skalarprodukt erklirt.
(3) Auf C(]a,?b]) ist durch .
(o) i= [ s
ein Skalarprodukt erklért.

(4) Ist (Q,%, p) ein MaBraum, so definiert
(1) = [ fa@lgo) du(z)
Q

ein Skalarprodukt auf L2(Q, %, p).

Interpretation 2.1.4. Wir betrachten den Raum H = R? mit dem Standardskalarprodukt
(x,y) = z1y2 + T2y2. Stellen wir uns den Vektor x = (z1, z2) als Pfeil vom Koordinatenur-
sprung nach (x1,x2) vor, so folgt aus dem Satz des Pythagoras, dass \/(x,z) die Ldange des
Vektors ist.

Seien nun x,y € H mit (z,z) = (y,y) = 1 gegeben. Dann gibt es Winkel ¢, € [0, 27)
derart, dass = = (cos ¢,sin ¢) und y = (cos ), sint). Aus den Additionstheoremen fiir den
Kosinus folgt, dass

(x,y) = cos ¢ cosp + sin @ sinyh = cos(p — ).

Somit ist (x,y) der Kosinus des Winkels zwischen x und y. Insbesondere ist (x,y) = 0 genau
dann, wenn x und y senkrecht aufeinander stehen.

Wir wollen das Skalarprodukt in allgemeinen (auch abstrakten) unitéren Rdumen &hnlich
interpretieren. Natiirlich gibt es in solchen R&umen a priori keinen Begriff von Lénge und
Winkel. Wir definieren:

Definition 2.1.5. Es sei (H, (-, -)) ein unitdrer Raum. Wir setzen ||z|| := /(z, z). Weiter
sagen wir dass x und y senkrecht aufeinander stehen, falls (x,y) = 0; Notation: x L y. Fir
eine Menge M C H setzen wir M+ :={x c H:2 LyVYyc M}.

Beachte, dass es bislang nicht gezeigt wurde, dass || - || eine Norm auf H definiert.
Allerdings folgen die Definitheit und die Homogenitét von || - || direkt aus den Eigenschaften
eines Skalarprodukts. Es bleibt also die Dreiecksungleichung zu zeigen. Zunéchst zeigen wir
jedoch

Satz 2.1.6. (Satz von Pythagoras)
Sind x,y Elemente eines unitiren Raumes und x L y, so ist

Iz + ylI* = [lz))* + llyl|>.
Beweis. Es ist

lz +yl* = (& +y, 2 +y) = (g,2) + (&,9) + (. 2) + (y,9) = 2P+ 0+ 0+ yl* O
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Satz 2.1.7. (Cauchy-Schwarz Ungleichung)
Sind x,y Elemente eines unitdren Raumes, so gilt

(@, )] < [l [y,
wobei Gleichheit genau dann gilt, wenn x und y linear abhdngig sind.

Beweis. Sei zunéchst ||y|| = 1. Wir setzen Px := (x,y)y. Dann ist © — Pz L Pz. In der Tat
ist

(z — Pz, Px) = (z, Px) — (Pz, Px) = (2,y)(2,y) — (z,9){(z,y)(y,y) = 0.

Nach dem Satz von Pythagoras gilt also
ll*lyl1* = z]* = |z — Pz|* + ||Pz||* > |Pz]? = [(z, y)[*.

Hierbei gilt Gleichheit genau dann, wenn |z — Pz| = 0 gilt, also, wegen Definitheit des
Skalarprodukts, genau dann, wenn x = (z,y)y gilt. In diesem Fall sind also x und y linear
abhéngig.

Fiir beliebiges y # 0 wende den ersten Teil auf § = ||y[|~'y an. Sind schlieBlich x und y
linear abhingig, so ist es einfach zu sehen, dass Gleichheit in der Cauchy-Schwarz Ungleichung
gilt. O

Korollar 2.1.8. || - || ist eine Norm.

Beweis. Wie bereits erwahnt, bleibt lediglich die Dreiecksungleichung zu zeigen. Aus der
Cauchy—Schwarz Ungleichung folgt jedoch sofort

lz + ylI* = ll=]1* + 2Re (2, y) + |y
<l + 2l llyll + Iyll* = Al + ly1)?,

was dquivalent zur Dreiecksungleichung ist. O

Korollar 2.1.9. Das Skalarprodukt ist stetig, d.h. aus x, — x und y, — y folgt (zy, yn) —
(z,y).

Beweis. Gilt x, — = und y,, — vy, so sind die Folgen x, und y, beschriankt, etwa durch C.
Es folgt

@y Yn) — (2, 9)| = [(Tn — 2, 90) + (@, 90 — y)| < Cllzn — || + Cllyn — yl| — 0. O

Definition 2.1.10. Ein unitédrer Raum (H, (-, -)) heifit Hilbertraum, falls H mit der Norm
||| :==+/(-, -) vollstidndig, also ein Banachraum, ist.

Beispiele 2.1.11. Die unitiiren Riume K¢, ¢2 und — fiir jeden Mafiraum (2,3, ;1) — der
Raum L?(f2) sind Hilbertriume. Der Raum C([a,b]) mit dem kanonischen Skalarprodukt ist
kein Hilbertraum.
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2.2 Orthonormalbasen

Definition 2.2.1. Es sei H ein unitdrer Raum und I = IN oder I = Z oder I = {1,...,d}
eine Indexmenge. Eine Familie {e; : j € I} heifit orthonormal, falls

o 1 i=j
<€Z>ey>—{0 2#]

Es gilt also ||e;|] = 1 fiir i € I und e; L e; fir ¢ # j. Wir sagen auch {e; : j € I} ist ein
Orthonormalsystem.

Beispiel 2.2.2. (Endliches Orthonormalsystem)
Es sei H ein unitdrer Raum und {ey,...,eq} eine orthonormale Familie. Weiter sei
E; :=span{ey,...,eq}. Ist x = Z;.lzl Aje; € Eq, so folgt

d
(x,ex) g Aj(ej, ex) = k.
Jj=1

Insbesondere ist

i
M-

<1:a €k>6k

b
Il

1
die eindeutige Entwicklung von x in der Basis (!) e1,...,eq von Eg.
Beispiel 2.2.3. (Trigonometrische Funktionen)

Betrachte den (komplexen) unitiren Raum L?((0, 27r) L) Fiir k € Z sei ex(t) == 'k,
Dann ist

27
o %Nk—l)t‘ —0 kAl
<€k,ez>:21/ eFte=ilt gt = {2’”(’“*”6 0 7
™ Jo

1 2 . .
5o ldt=1 k=1.
Somit ist {eg }rez ein Orthonormalsystem.

Es stellt sich die Frage, ob auch im zweiten Beispiel eine “Entwicklung in der Basis” gilt,

ob also
x = Z (x, ex)ek
keZ
gilt. Beachte, dass falls diese Gleichung fiir alle z gilt, jedes Element des Raumes durch (end-
liche) Linearkombinationen der e;’s approximiert werden kann. Wir geben dieser Eigenschaft
einen Namen.

Definition 2.2.4. Es sei (X, || - [|) ein normierter Raum. Eine Teilmenge M von X heift
dicht, falls M = X ist, also jeder Punkt aus X Grenzwert einer Folge in M ist. Eine Teilmenge
U von X heift total, falls span U dicht in X ist.

Lemma 2.2.5. Es sei H ein unitdrer Raum und M C H dicht. Gilt (z,y) = 0 fiir alle
ye M, soist x=0.

Beweis. Es gibt eine Folge x,, in M, die gegen x konvergiert. Wegen der Stetigkeit des
Skalarprodukts folgt 0 = (z,z,) — (z,7) = ||z||?>. Somit ist ||z|| = 0 und daher z = 0. O
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Lemma 2.2.6. C([a,b]) ist dicht in LP((a,b),\) fir 1 <p < oco.

Beweis. Es sei X der Abschluss von C([a,b]) in LP((a,b), ). Dann ist X ein Untervektorraum
von LP((a,b),\) (UA). Es sei 4 := {A € %((a,b)) : 14 € X} die Menge derjenigen
Borelmengen, deren Indikator in X liegt. Dann gehort jedes abgeschlossene Intervall [a/, V]
zu ¢, denn der Indikator einer solchen Menge ist punktweiser Grenzwert einer beschriankten
Folge stetiger Funktionen, gehort also nach dem Satz iiber die dominierte Konvergenz zum
Abschluss der stetigen Funktionen.

Wir behaupten, dass 4 = %B((a,b)). Weil die abgeschlossenen Intervalle ein durschnitts-
stabiler Erzeuger der Borel o-Algebra sind, geniigt es nach Dynkin’s m-A Theorem zu zeigen,
dass ¢ ein Dynkin System ist. Offensichtlich ist (a,b) € ¢, da 14 € C([a,b]) ist. Konver-
giert f,, — 14, so konvergiert 1 — f,, — Lac. Es folgt, dass ¢4 mit A auch A® enthélt. Sind
schliesslich A,, paarweise disjunkt und in ¢ enhalten, so ist Z;LZI Ly, = IIU;;:1 A; €X, da
X ein Vektorraum ist. Da X auch abgeschlossen ist, ist auch ]lU}’il A= lim ILU;L:1 a; € X.
Somit ist ¢4 in der Tat ein Dynkinsystem und es folgt dass 1 4 fiir jede Borelmenge in X liegt.

Weil X ein Vektorraum ist, folgt dass X jede einfache Funktion enthélt. Weil aber jede
LP-funktion der Grenzwert einfacher Funktionen ist, muss der abgeschlossene Raum X jede
LP Funktion enthalten, also X = LP(a,b). O

Bemerkung 2.2.7. Der gleiche Beweis zeigt, dass jeder Teilraum V von LP((a,b), A) mit der
Eigenschaft, dass es fiir a < a’ <’ < b eine Folge f, in V' gibt mit f, — 1j4 ) in LP((a,b)),
dicht ist. Beispiele fiir solche Rdume V' sind beispielsweise C.((a,b), die stetigen Funktionen
mit kompaktem Tréger (d.h. f(¢) = 0 in einer Umgebung von a und b) oder aber Funktionen
mit hoherer Regularitiit, etwa C*-Funktionen.

Definition 2.2.8. Es sei H ein unitdrer Raum. Eine Orthonormalbasis (ONB) ist ein totales
Orthonormalsystem.

Bemerkung 2.2.9. Man kann zeigen, dass die Trigonometrischen Funktionenen ey, (t) := e**

total in L2(0,27) sind. Hierzu geniigt es wegen Lemma zu zeigen, dass man jede
periodische, stetige Funktion (gleichméflig) durch trigonometrische Polynome > ;_ ae’*t
approximieren kann. Dies folgt aus dem Weierstraf$’schen Approzimationssatz. Es gibt aber
auch andere Moglichkeiten, dies zu zeigen.

Satz 2.2.10. Es sei H ein unidrer Raum, I = N, I = 7Z oder I = {1,...,d} und (ej);ecr
eine Orthonormalbasis. Dann gilt fir alle x,y € H

(1) &= jer (z:€5)¢5,
(2) ||z||? = >jel [(x,e;)|?, (Parseval Gleichung)
(3) (&) = Xjer (x¢5){ej, v)-

Zum Beweis verwenden wir folgendes Lemma.

Lemma 2.2.11. Es seien X,Y normierte Riume, T, T,, Elemente von £ (X,Y). Weiter
seien ||T||, sup,en |Tnl| < C fir eine geeignete Konstante C' > 0. Schlieflich gebe es eine
dichte Teilmenge M von X, sodass T,x — Tz fir alle x € M. Dann gilt T,,x — Tz fiir alle
re X.
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Beweis. Es sei x € X. Zu gegebenem ¢ > 0, finden wir ein y € M mit ||z — y|| < e/(3C).
Weiter finden wir einen Index ng derart, dass ||T,,y — Ty|| < €/3 fiir alle n > ng. Fiir solche n
gilt

[Tne — Ta|| < [Tz — Tayll + Ty — Tyl + [Ty — Tx|
< | Tullllz =yl +¢/3+ 1Ty — =]
< Ce/(3C) +¢/3+Ce/(3C) =e.
Dabher gilt T,,x — Tx wie behauptet. O
Beweis von Satz[2.2.10. (1) Essei I = {iy,, : n € N} und E,, := span{e;,,...,e;, }. Wir setzen

n

P,z = Z (x, €, )ei,-

k=1
Dann ist P,z € E, und x — P2 € Er-. In der Tat gilt fiir y = >, \e;, € B, stets

(x — Pyx,y) = Z Nz, ei,) — Z Z (x, eik)j\xeik, ei,) = 0.

n

I=1 k=1 i=1

Somit folgt aus dem Satz von Pythagoras, dass
2]? = ||z — Poz|® + || Paz[|* > [|Paz]?

und daher || P,|| <1 fiir alle n € IN. Fiir « € span{e; : i € I} ist P,x — x, denn da e; ein
Orthonormalsystem ist, ist fiir solche x immer P,z = z fiir geniigend grofle n. Aus Lemma
2.2.11| folgt dass P,z — x fiir alle x € H. Das ist gerade Teil (1).

(2) Da die Norm stetig ist, folgt

Jall? = lim | Poc?

= nh_{go < Z <$7 eik>eik7 Z <1“’ 6il>€il>

k=1 1=1
n
= tim Y [(e )P = 3 e
k=1 icl
(3) folgt genauso, da das Skalarprodukt stetig ist. O

Bemerkung 2.2.12. Die Aussage von Satz [2.2.10] gilt auch fiir beliebige Indexmengen.
Allerdings muss man in diesem Fall zundchst definieren, was unter einer “Reihe” mit eventuell
iiberabzéhlbar vielen Glieder zu verstehen ist.

Bemerkung 2.2.13. Aus Satz folgt insbesondere folgendes Resultat. Es sei H ein
unitdrer Raum mit ONB (e;,)nen. Definieren wir U : H — 2 durch Uz = ((z, en))nen, S0
ist dies wohldefiniert und sogar isometrisch, es gilt |Uz||;2 = ||z||g und sogar (Uz,Uy), =
(x,y) - Es stellt sich die Frage, ob U auch bijektiv, also ein isometrischer Isomorphismus ist.

Definition 2.2.14. Es seien H;, Hy unitdre Raume. Ein unitdrer Operator ist eine lineare
Abbildung U : Hy — Hy derart, dass (Uz,Uy) g, = (7,9) g, -
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Lemma 2.2.15. Es seien H und U wie in Bemerkung|2.2.15. Dann ist U genau dann ein
isometrischer Isomorphismus, wenn H ein Hilbertraum ist.

Beweis. Ist U surjektiv, also U ein isometrischer Isomorphismus, so muss H vollstédndig sein.
Ist namlich x,, eine Cauchyfolge in H, so ist Uz, eine Cauchyfolge in ¢?, da U isometrisch
ist. Weil £2 vollstandig ist, gilt Uz,, — x fiir ein geeignetes x € £2. Wenn aber U surjektiv ist,
ist x = Uz fiir ein x € H und dann ||z, — z||g = |Uz, — Ux||;2 — 0 und daher z,, — =.

Ist umgekehrt H vollstindig, so ist U surjektiv. Ist nimlich x € 2, so gilt x, =
Z?:l :U%J )ej — x. Offensichtlich ist aber x,, € rgU, etwa x,, = Ux,. Weil x,, eine Cauchyfolge
ist, ist auch z,, eine Cauchyfolge, also wegen der Vollstindigkeit konvergent, etwa z,, — x.
Wegen Stetigkeit muss dann aber x = Uz sein, also U surjektiv. O

Korollar 2.2.16. Sind Hy und Hy Hilbertrdume mit Orthonormalbasen (ex)ren bzw. (Vg)keN
so ist U : Hi — Ha gegeben durch

o (o)
U:x= Zazkek —> Zxkvk
k=1 k=1

ein isometrischer Isomorphismus.

Beweis. Ist Uy : Hy — £? gegeben durch Uyz = ({z,e;)) und Us : Hy — ¢? gegeben durch
Usz = ({z,v)), so ist U = U, 'U; isometrischer Isomorphismus als Verkniipfung zweier
isometrischer Isomorphismen. O

Bemerkung 2.2.17. Sind H; und Hs unitdre Riaume und U : Hy — Hs ein isometrischer
Isomorphismus, so zeigt man wie in Lemma [2.2.15] dass H; genau dann vollsténdig ist, wenn
H, vollsténdig ist.

Es bleibt noch zu kldaren ob und wann ein unitarer Raum eine abzihlbare Orthonormalbasis
hat.

Definition 2.2.18. Ein normierter Raum heif3t X separabel, wenn es eine abzéhlbare, dichte
Menge in X gibt.

Lemma 2.2.19. FEin normierter Raum ist genau dann separabel, wenn er eine abzdihlbare,
totale Menge enthdhlt.

Beweis. Jede abzéhlbare, dichte Menge ist automatisch total. Ist umgekehrt {z, : n € IN}
eine totale Teilmenge, so sei

n
Fi= {ZQkxknG]N,Qh---aQnG]KQ}
k=1

wobei Kg = Q, falls K = R und Kq = Q +4Q, falls X = C ist. Dann ist F' eine abzéhlbare
Menge, die offensichtlich den Aufspann der (z,) enthélt. Da diese total sind, ist der Abschluss
von F' der gesamte Raum, der somit separabel ist. ]

Nun gilt folgender Satz

Satz 2.2.20. Jeder separable unitire Raum besitzt eine abzdhlbare Orthonormalbasis.
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Beweis. Sei H ein unendlichdimensionaler, separabler, unitdrer Raum. Dann gibt es eine
Folge {z, :€ IN}, die total in H ist. Ohne Einschrankung diirfen wir annehmen, dass die
Zy linear unabhéngig sind. Wir konstruieren nun eine Folge (e, ) die orthonormal ist mit
span{zy,...,x,} = span{ey,...,e,}. Daraus folgt die Behauptung.

Wir konstruieren eine solche Folge mit dem Gram-Schmidt’schen Orthonormalsierungs-
verfahren. Setze hierzu ey := ||z1||"*x1. Sind ey, ..., e, bereits konstruiert, so setze

n

Yn+1 = Tnt1 — Z (Tnt1,€5)€;

j=1
und dann e, 11 = ||Yns1] " ynr1. Dann hat e,11 Norm 1 und e, 1 L e fiir k=1,...,n wie
man leicht sieht. Offensichtlich hat diese Folge die gewiinschten Eigenschaften. O

Korollar 2.2.21. Jeder separable, unendlichdimensionale Hilbertraum ist isometrisch iso-
morph zu ¢2.

2.3 Orthogonale Projektion

Es sei H ein Hilbertraum und C' C H eine abgeschlossene, konvexe Menge, d.h. sind z,y € C
so ist auch Az + (1 — \)y € C fiir A € [0, 1].

Gegeben ein Element x in H wollen wir nun ein Element Px von C finden, welches
geringsten Abstand von z hat. Ein solches Element nennt man Prozimum von x in C.

Satz 2.3.1. Es sei H ein Hilbertraum und C eine abgeschlossene, konvexe Menge. Dann
besitzt jedes Element x von H genau ein Prorimum Px in C.

Beweis. Es sei x € H. Dann gibt es eine Folge (xy,) C C, mit
|2 = an|| = inf{||z —y[| : y € C} = d.
Fiir u,v € H gilt
w4 v)|* + Ju—v||* = (u+v,u+0) + {u—v,u—v) =2|ul* +2|v|> (2.1)
Wir verwenden dies fiir u = x,, — x und v = x — x,,. Dann ist
I — Zmll2 = 2l}n — 212 + 207 — 22 = 20 — 2 — (& — )|
= 2l|zn — 2||* + 2]z — zp||* — 4H%($n +am) — ||
< 2|z — z]|* + 2]l — zm|* — 4d?,
da i (zy, + ) € C liegt. Somit ist

limsup ||2, — 2 ||* < 2d* 4 2d* — 4d* = 0,

m,n—00

also ist (x,) eine Cauchyfolge. Weil H vollsténdig ist, konvergiert z,,, etwa gegen £ Da C'
abgeschlossen ist, liegt  in C'. Weiter ist

|z —z|| = lim ||l — | = d.
n—oo
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Daher ist Z ein Proximum von z in C.
Angenommen, # ist ein weiteres Proximum von z in C, also ||z — &|> = d. Es folgt aus

B1), dass

1 1 1
Sle =l = o = 5@+ )| + |5z - )|
.
> d+ 5@ -3,

1
d= |z —z|?
5lle —z)" +

Somit ist || — Z|| = 0, also & = 7. O
Definition 2.3.2. Sei z € H. Das eindeutige Element Px € C' mit

— Pzl = mi —
|z = Paf| = min |lz — y|

heifit orthogonale Projektion von x auf C. Die Abbildung P : H — H heifit die orthogonale
Projektion auf C.

Das folgende Lemma charakterisiert die orthogonale Projektion.
Lemma 2.3.3. Es sei T € C. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:
(1) |z —z|| < ||z —y| fir alley € C, d.h. T ist die orthogonale Projektion von x auf C.
(2) Re(z —z,y —z) <O fir alle y € C.

Beweis. (1) = (2): Es sei Z ein Proximum von z in C und y € C. Da C konvex ist, liegt
T+ t(y—z) fur t € [0,1] in C. Weil & ein Proximum ist, gilt

le — z|* < [l — (@ + t(y — 2)|”
= |lo — | - 2tRe (x — 2,y — 2) + |y — *

fiir ¢ € [0, 1]. Daher gilt fiir solche ¢
2Re (z — 7,y —7) < tlly — gl
woraus fiir ¢ | 0 (2) folgt.
(2) = (1): Fur y € C gilt

lz —y||? = ||z — %> + 2Re (z — 2,Z — y) + |7 — ¢
> ||z — z||. —

Wir zeigen nun, dass P stetig, sogar Lipschitz stetig ist. Beachte, dass P im Allgemeinen
nicht linear ist.

Satz 2.3.4. Es sei H ein Hibertraum und P die orthogonale Projektion auf die konvexe,
abgeschlossene Menge C. Dann ist |Px — Pyl < ||z — y||.

Beweis. Es folgt aus Lemma [2.3.3] dass

Re(z — Pz,z — Px) <0 Re(y— Py,z— Py) <0
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fiir alle z € C. Setzt man z = Py, respektive z = Px ein, so erhélt man
Re (z — Pz,Py— Px) <0 —Re(y— Py, Py— Px) <0.
Addiert man diese Ungleichungen, so ergibt sich
Re (z — Px + Py — y, Py — Pz) = |Py — Pz|*> + Re (z — y, Py — Pz) <0,
und daher, in Verbindung mit der Cauchy—Schwarz Ungleichung,
|1Py — Pz||2 < Re(y — 2, Py — Px) < |ly — z|/|| Py — Px||. O

Wir betrachten nun noch den Spezialfall dass C' ein abgeschlossener Teilraum von H ist. In
der Formulierung des folgenden Satzes verwenden wir den Begriff Hilbertraumsumme. Sind H
und Hs Hilbertrdume, so ist die Hilbertraumsumme das kartesische Produkt H; x Ho, mit der
Norm ||(z1, z2)||* := [[#1]|F;, + [|22]|F,. Wir schreiben Hy @, Hj fiir die Hilbertraumsumme.

Satz 2.3.5. Es sei H ein Hilbertraum und Hy ein abgeschlossener Teilraum von H. Dann
ist die orthogonale Projektion P auf Hy ein linearer, beschrankter Operator mit ||P|| =1 (es
sei denn, Hy = 0). Weiterhin ist H isometrisch isomorph zur Hilbertraumsumme Hy ©g Hol.

Bewets. Lemma [2.3.3| impliziert, dass z = Pz genau dann, wenn
Re(x —z,y —2) <0

fiir alle y € Hy. Da mit y auch y + z ganz Hy durchlduft (denn Hj ist ein Unterraum!) ist
obiges dquivalent mit Re (z — z,w) < 0 fiir alle w € Hp. Ersetzt man w durch —w und iw, so
folgt, dass z = Px ist genau dann, wenn (z — z,w) = 0 fiir alle w € Hy. Insbesondere liegt
also ¢ — Px in HOL.

Da H ein Unterraum ist, liegen mit x1 und z9 auch z1 + Azo in Hy. Weiter ist

((x1 + Azg) — (Px1 4+ APx2),w) = (1 — Px1,w) + Maa — Pro,w) =0

fir alle w € Hy. Daher ist P(x1 + Azx2) = Pz + APx2, P also linear. Gemifl Satz ist P
Lipschitzstetig, also || P|| < 1. Andererseits ist P2 = P, also ||P| = ||P?|| < || P||?, was sofort
P =0 oder ||P|| > 1 impliziert. Zu guter Letzt ist Pz 1 = — Pz und daher, nach dem Satz

von Pythagoras,
2] = || Pz||* + ||z — Px|*. O

Insbesondere haben wir im Beweis des Satzes folgendes gezeigt:

Korollar 2.3.6. Sei H ein Hilbertraum, Hy ein abgeschlossener Unterraum und P die
orthogonale Projektion auf Hy. Dann ist z = Px genau dann, wenn x — z L Hy.

Als Anwendung des Projektionssatzes zeigen wir die Existenz der bedingten Erwartung.
Gegeben ist ein Wahrscheinlichkeitsraum (€2, 3, P) und eine Unter-o-Algebra ..

Definition 2.3.7. Ist X € L%(Q) so heifit eine Zufallsvariable Y € L?(2) bedingte Erwartung
von X gegeben .7, falls

(1) Y ist .#-messbar.

(2) Fir Ae Zist [, XdP = [, Y dP.
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Man schreibt Y = E(X|.%).

Satz 2.3.8. Es sei (2, %, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und F eine Unter-o-Algebra von
Y. Dann gibt es fiir jedes X € L*(Q) eine bedingte Erwartung E(X|.F) gegeben F.

Beweis. Wir betrachten den Hilbertraum H = L?(Q, ¥, P). Der Raum Hy := L*(Q,.7,P) ist
ein abgeschlossener Teilraum von H. Nach Satz [2.3.]] existiert die orthogonale Projektion P
von H auf Hyp, und wegen Satz ist P linear. Es ist klar, dass PX .%#-messbar ist, denn
PX € Hy. Weiter ist fiir A € .Z ist 14 € Hy. Daalso X —PX € Hy ist, ist (14, X — PX) =0

fiir solche A. Dies zeigt, dass
/ XdP = / Y dP,
A A

also ist PX eine bedingte Erwartung von X gegeben .% ist. O

Nun beschreiben wir den Dualraum eines Hilbertraumes.

Ist (H, (-, -)) ein unitérer Raum und ist y € H so ist die Abbildung ¢, : H — K, definiert
durch ¢y (x) = (z,y) linear. Es folgt aus der Cauchy-Schwarz Ungleichung |¢,(x)| < ||z||y||,
dass ¢, sogar beschrinkt ist, also ist ¢, ein Element von H*, dem Dualraum von H, ist. Es
stellt sich die Frage, ob jedes Funktional auf H von dieser Form ist. Falls H vollstandig ist
(also H ein Hilbertraum ist) so ist dies in der Tat der Fall.

Satz 2.3.9. (Riesz-Fréchet)
Es sei H ein Hilbertraum und ¢ € H*. Dann gibt es genau ein y € H mit p(x) = (z,y)
fir alle x € H. Weiterhin ist ||y||g = ||¢|| -

Beweis. Da ¢ stetig ist, ist ker ¢ =: F' ein abgeschlossener Teilraum von H. Nach Satz
ist H = F @y F+. Falls F+ = {0} ist, ist ¢» = 0 und man kann y = 0 withlen. Ansonsten
findet man ein 31 € F- mit ¢(y;) = 1. Fiir beliebiges € H ist dann x — ¢(x)y; € kerp = F.

Also ist  — p(z)y1 L y1 und es folgt

0= (z — @)y, y1) = (z,51) — p(@) 1 |*.
Somit leistet y := ||y1]|~2y1 das gewiinschte.
Wire z ein weiteres Element von H mit ¢(x) = (x, z) fiir alle x € H, so ist

ly— 2P =(y—22)— (y—29) =py —2) — oy —2) =0
und somit y = z. O

Bemerkung 2.3.10. Es folgt, dass die Abbildung ® : H — H*, gegeben durch ®(y) = ¢,
bijektiv, antilinear und isometrisch ist. Ist IKX = R, so ist H also isometrisch isomorph zu
seinem Dualraum.

2.4 Selbstadjungierte Operatoren

Der Satz von Riesz-Fréchet erlaubt es uns, die Adjungierte eines Operators auf einem
Hilbertraum zu definieren.

Lemma 2.4.1. Es sei H ein Hilbertraum und T' € Z(H ). Dann gibt es genau einen Operator
T € Z(H) derart, dass

(T,y) = (2, T"y)
fir alle x,y € H gilt. Weiter ist ||T*| = ||T||.
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Beweis. Es sei y € H. Die Abbildung x +— (T'z,y) ist, als Verkniipfung der stetigen Abbil-
dungen ¢, und H stetig. Nach dem Satz von Riesz-Fréchet gibt es ein eindeutiges Element
T*y € H sodass (T'z,y) = ¢y(Tx) = (z,T*y) fir alle x € H gilt. Sind nun y;,y2 € H und
A €K, so ist

(.CE, T*yl + )‘T*y2> = <x7T*y1> + 5‘<$7T*y2> = <Tx7y1> + 5‘<T$>y2> = <T:U>y1 + )‘y2>'

Aus der Eindeutigkeitsaussage im Satz von Riesz-Frechet folgt nun 7% (y; + Ay2) = Ty +
AT*yo, und somit ist T* linear. Schliesslich ist

1T = sup [T"y|| = sup sup [{z,T"y)]|

lyll<1 lyll<1] [zl <1
= sup sup [(Tz,y)| = sup [[Tz| = |T]|
lzll<1lyl[<1]] llzll<1
woraus einerseits die Beschrianktheit von 7™ andererseits aber auch die Identitét || 7] = || 7|
folgt. O

Definition 2.4.2. Der Operator 7™ aus Lemma heifit Adjungierte von T. Ein Operator
T heiflt selbstadjungiert, falls T' = T™ ist.

Beispiel 2.4.3. Ist Hj ein abgeschlossener Teilraum des Hilbertraum H und P die orthogo-
nale Projektion auf Hy, so ist P selbstadjungiert. In der Tat ist Px € Hy und «x — Px € Hd-
fiir jedes z € H. Somit gilt fiir z,y € H

(Pz,y) = (Pxz, Py) + (Pz,y — Py) = (Pz, Py) = (Px, Py) + (x — Pz, Py) = (z, Py)
fiir alle z,y € H.

Wir stellen einige Figenschaften selbstadjungierter Operatoren zusammen.
Proposition 2.4.4. Es sei H ein Hilbertraum und T € £ (H).

(1) Ist T selbstadjungiert, so ist (Tx,x) € R fiir alle x € H. Falls IKX = C ist, so gilt auch
die Umkehrung: Ist (Txz,x) € R fir alle x € H, so ist T selbstadjungiert.

(2) ist T selbstadjungiert, so ist ||T'|| = supj < (T, z)|.

Beweis. (1) Ist T selbstadjungiert, so ist

(Tz,x) = (x,Tz) = (Tz,x)

fiir alle x € H.
Sei nun K = C und 7 ein beschrénkter Operator mit (T'z,z) € R fiir alle z € H. Fir
x,y € H und X\ € C gilt dann

(T(z 4 My), (z + \y)) = (Tx, z) + NTz,y) + MTy, z) + [N (Ty,y).

Durch komplexes konjugieren dieser Gleichung folgt unter Beachtung von (T'z, z) = (T'z, z)
und (Tu,v) = (v, Tu) die Gleichung

(T(x 4 My), (z + \y)) = (Tx, z) + My, Tz) + Xz, Ty) + [N*(Ty,y).
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Subtrahiert man diese Gleichungen voneinander und setzt A = 1 resp. A = —i ein, so herhilt
man

<Tx7y> + <Ty7x> = <y7Tx> + (vay>
i(Tx,y) —i(Ty,z) = —i(y, Tx) + i{x, Ty).

und daraus (Tx,y) = (x,Ty) wie gewiinscht.
(2) Es ist klar, dass [|T'|| > supjg < [(T'%,x)| =: C gilt. Da T" selbstadjungiert is, ist

(T(x+y)z+y —(T(x—y),z—y) =2(Tr,y) + 2(Ty, )

=2(Tz,y) + 2(Tz,y) = 4Re (T'z,y)
fir x,y € H. Mit der Parallelogrammgleichung folgt, dass
4Re (Tz,y) < O(|lz +ylI* + [lz — y[I*) = 2C (]| + [ly[*)-
Somit gilt fiir z,y mit [[z|| = ||y =1
4Re (Tz,y) < 4C.

Ersetzt man x durch Az fiir ein geeignetes A mit |A| = 1, so folgt [(Tx,y)| < C fir ||z| =
lyll = 1 und somit die Behauptung. 0

Bemerkung 2.4.5. Proposition [2.4.4] zeigt, wie wichtig die Menge
o) == {(Tz,z) : ||z|| =1}

im Falle selbstadjungierter Operatoren T ist. Auch fiir allgemeine Operatoren auf Hilber-
trdumen ist diese Menge von Interesse und wird numerischer Wertebereich genannt.
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Kapitel 3

Anwendungen

Wir wenden nun unsere Resultate {iber Hilbertrdume auf Anwendungsprobleme an. Genauer
studieren wir eindimensionale Varianten von sogenannten elliptischen, partiellen Differential-
gleichungen. Zunichst fithren wir die relevanten Hilbertrdume — die Sobolevréume — ein. Dies
sind Teilriume von L?, die aus Funktionen bestehen, die in gewissem Sinne eine schwache
Ableitung besitzen. Es ist diese Konstruktion, die es uns erlaubt Hilbertraummethoden zu
verwenden, denn die Raume C* von k-mal stetig differenzierbaren Funktionen sind keine
Hilbertrdume. Sodann kann man die Existenz von Lésungen zu gewissen partiellen Diffe-
rentialgleichungen sehr einfach aus dem Satz von Riesz-Fréchet folgern. Die dargestellten
Methoden funktionieren genauso auch in héherer Dimension, wie man in der Vorlesung
“partielle Differentialgleichungen” sehen wird.

3.1 Sobolevriaume

Es sei (a,b) ein offenes Intervall. Mit C!(a,b) bezeichnen wir den Raum der stetig differen-
zierbaren Funktionen mit kompaktem Trager, d.h. derer stetig differenzierbaren Funktionen
f, fiir die es ein € > 0 gibt (welches durchaus von f abhéngen darf) sodass f(t) = 0 fiir
t € [a+¢e,b— ¢]. Beachte, dass C}(a,b) dicht in L?(a,b) liegt, siche Bemerkung

Definition 3.1.1. Es sei f € L?(a,b). Eine Funktion g € L?(a,b) heiit schwache Ableitung
von f, falls

/a " Fla)! ) e = — / ’ @)pla) de.

also (f,¢') = —(g,¢), fiir alle ¢ € Cl(a,b). Wenn f eine schwache Ableitung besitzt, so
nennen wir f schwach differenzierbar.

Beispiel 3.1.2. Ist (a,b) ein beschrinktes Intervall und f € C'[a, b], so ist f’ eine schwache
Ableitung von f. In der Tat gilt mit partieller Integration

b b b
/ f2)¢' () dz = [f(z) ()] —/ f(@)e(x) do = —/ f'(x)e(x) da,

da ja ¢(a) = ¢(b) = 0 ist.

A priori ist nicht klar, ob eine schwach differenzierbare Funktion nicht auch mehrere
schwache Ableitungen besitzen kann. Dies ist allerdings nicht der Fall.

27
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Lemma 3.1.3. Ist f € L?(a,b) schwach differenzierbar, und sind g1, go schwache Ableitungen
von f, so ist g1 = ga.

Beweis. Fiir ¢ € Cl(a,b) ist (g1 — g2,0) = —(f, ¢V +(f,¢') = 0. Da C}(a, b) dicht in L?(a,b)
liegt, folgt g1 = go. O

Definition 3.1.4. Der Sobolevraum H'(a,b) ist der Vektorraum (!) der schwach differenzier-
baren Funktionen f € L?(a,b). Die schwache Ableitung von f wird mit f’ bezeichnet.

Satz 3.1.5. H'(a,b) ist ein Hilbertraum beziiglich des Skalarprodukts

(f, 9>H1 a,b) = (f, 9>L2 a,b) <flag/>L2(a,b)'

Beweis. Das kartesische Produkt H := L?(a,b) x L?(a,b) ist ein Hilbertraum beziiglich des
Skalarprodukts

<(f17f2)) (91792)>H = <flagl>L2(a’b) + <f2592>L2(a’b)a

wie leicht zu sehen ist. Offensichtlich ist die Abbildung ® : H'(a,b) — H, gegeben durch
®(f) = (f, f") isometrisch. Wir zeigen, dass das Bild von ® abgeschlossen, also nach Lemma
selbst ein Hilbertraum, ist. Dann folgt die Vollstéindigkeit von H!(a,b).

Sei also (f,, f!) eine Folge im Bild von ®, sodass f, — f in L?(a,b) und f, — ¢ in
L?(a,b). Wir haben zu zeigen, dass f schwach differenzierbar ist mit f’ = g. Sei hierzu
¢ € Cl(a,b). Wegen der Stetigkeit des Skalarproduktes in L?(a, b), folgt

{f,¢) = lim (fo, @) = lim —(f3, ) = —{g,).

Dies zeigt, dass f schwach differenzierbar ist mit schwacher Ableitung g. O

Bemerkung 3.1.6. Der Beweis von Satz zeigt insbesondere, dass der Operator D :
L?(a,b) — L*(a,b), gegeben durch def(D) = H'(a,b), Df = f' abgeschlossen ist.

Es stellt sich die Frage, inwieweit die schwache Ableitungen die gleichen (oder zumindest
dhnliche) Eigenschaften wie die gewshnliche Ableitung hat. Wir haben

Lemma 3.1.7. Ist f € H'(a,b) mit f' =0, so ist f konstant.

Beweis. Wihle eine Funktion u € C!((a,b) mit f;u = 1. Ist dann ¢ € Cl(a,b) so ist

ein Element von C!(a,b) mit ffd)(t) dt = 0. Genauer gilt sogar [ (t)dt = 0 fiir = in einer
Umgebung von b. Somit ist auch £(z) := [ ¢ (t) d¢ ein Element von Cl(a, b). Ist also ' =0,

so folgt
0= (76 =~ =~ [ 1) [oe) - ) [ pyat] e

/f dw+/ dt/f

- / (c — f(x))plx) dr,

a

wobei wir ¢ := f; f(z)u(z) dr geschrieben haben. Weil ¢ € C(a,b) beliebig war, folgt aus
der Dichtheit dieser Funktionen, dass ¢ — f = 0 ist, also f = c. O
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Wir beschreiben nun eine Klasse von Beispielen von Elementen in H'(a,b).

Lemma 3.1.8. Es sei g € L?(a,b) und c € [a,b]. Dann ist die Funktion f, definiert durch

)= [ ote)ds,

schwach differenzierbar und ' = g.

Beweis. Es sei p € Cl(a,b). Mit dem Satz von Fubini folgt

/ f(z daz—/bgo’(m)/m (r)drdz
/ / drdm—}-/ / r)drdz
// drdx—i—/ / x)dz dr

= [“emmar— [ greerar=— [(smewrar 0

Satz 3.1.9. Gegeben f € H'(a,b) gibt es eine stetige Funktion f : (a,b) — K mit f = f fast

iberall. Ferner ist .
:/ f'(r)dr

Beweis. Definiere g(t) := f f'(s)ds fiir t € (a,b). Mit dominerter Konvergenz sieht man
leicht, dass g eine stetlge Funktlon auf (a,b) ist. Wegen Lemma ist g € H'(a, b) mit
¢' = f’/ und somit gibt es, wegen Lemma eine Konstante C sodass f =g+ C =: f fast
tiberall. Nach Definition gilt
t
= / f'(r) dr. O
S

Bemerkung 3.1.10. Eine stetige Funktion f mit f = f fast iiberall nennt man einen stetigen
Repisentanten von f. Genauer ist ja f eigentlich eine Aquivalenzklasse [f] und f = f fast
iiberall bedeutet gerade, dass f € [f].

Beachte, dass eine Funktion in L?(a,b) (beziiglich des LebesguemafBes!) hochstens einen
stetigen Représentanten besitzt, denn wenn zwei stetige Funktionen verschieden sind, so sind
sie auf einer offenen Menge, also einer Menge positiven Mafles verschieden. Daher unterscheidet
man hiufig nicht zwischen einer Funktion in H!(a,b) und ihrem stetigen Repriisentanten und
sagt eine Funktion f € H'(a,b) ist stetig.
Korollar 3.1.11. Fiir a,b € R mit a < b ist C*([a,b]) dicht in H'(a,b).
Beweis. Essei f € H'(a,b). Weil C([a, b]) dicht in L2(a b) ist, gibt es eine Folge g, € C([a, b])
mit g, — f' in L%(a,b). Es sei fu(z) := f(a )+ [ g1(s)ds. Dann ist f,, € C'([a,b]). Wir
behaupten, dass f, — f in H'(a,b). Nach Konstruktion 1st f — f"in L?(a,b), es bleibt also
zu zeigen, dass f, — f in L?(a,b).

Fiir z € (a,b) ist aber

) = 5@1 = | [ 0ut) = £ O] < 0= )¥llgu — £

sodass || fn — fll2 < (b—a)?|lgn — f'l|2 — 0. -
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Wir zeigen nun noch, dass fiir —oo < a < b < oo die Abbildung ¢ : H'(a,b) — C([a, b)),
gegeben durch «(f) = f stetig ist. Man sagt H'(a,b) ist stetig in C([a,b]) eingebettet und
schreibt H(a,b) — C([a,b]).

Satz 3.1.12. Es seien a,b € R, mit a < b. Dann gibt es eine Konstante C' so, dass

1Fle < ClIf Il

Beweis. Wenn die Aussage falsch wiire, so gibe es eine Folge f,, € H Ya,b) mit || full g <1
und gleichzeitig || fn|loo > n. Wegen der Cauchy—Schwarz Ungleichung ist

N

< Q.

[ 2ds] < el fill2 < 0 )

Weil nach Satz f(t) = f(a) +fj f'(s) ds, muss also f,(a) unbeschréinkt sein. Andererseits
1

ist aber | fn(z)| > |fn(a)| — (b —a)? fiir jedes z € (a, b) und daher miisste || f,,||2 unbeschréinkt
sein, ein Widerspruch zur Beschriinktheit in H'(a,b). O

Die Regel fiir die partielle Integration stand bei der Definition der schwachen Ableitung
Pate. Dort hatten wir jedoch nur “Testfunktionen” mit kompaktem Tréger zugelassen, sodass
die Randterme beim partiellen Integrieren verschwinden. Dies war notwendig, um nicht eine
L?-Funktion in einem Punkt auswerten zu miissen. Da H'-Funktionen jedoch stetig sind
kann man sie in Punkten auswerten und es stellt sich die Frage, ob man partiell integrieren
kann.

Proposition 3.1.13. Es seien a,b € R mit a < b und f,g € H'(a,b).
(1) fg € H'(a,b) und (fg)' = fg' + f'g.

(2) Es gilt die Regel der partiellen Integration
b b b
[ g 0= g~ [ rog

Beweis. (UA) O
Wir definieren nun noch einige Unterriume von H'(a, b).

Definition 3.1.14. Es seien a,b € R mit a < b. Dann sei
Hj(a,b) == {f € H'(a,0) : f(a) = f(b) = 0}

und

Hyer(a,b) == {f € H'(a,b) : f(a) = f(D)}.

Man beachte, dass Hg(a,b) und H] (a,b) wegen der Stetigkeit der Einbettung von
H'(a,b) — C([a,b]) abgeschlossene Teilrdume von H'(a,b) sind und daher selbst Hil-
bertfaume sind.

Wir zeigen nun eine wichtige Ungleichung, die sogenannte Poincaré-Ungleichung. Aus
dieser Ungleichung folgt, dass (f, g), := (f’,¢’) > ein dquivalentes Skalarprodukt auf H}(a,b)
definiert, was wichtige Konsequenzen beim Lésen von Randwertproblemen hat. Hierbei heiflen
zwei Skalarprodukte (-, -); und (-, -), dquivalent, wenn die assoziierten Normen dquivalent
sind, d.h. wenn es Konstanten ci,co > 0 gibt mit ¢i(z,z); < (z,2), < c2(z, ), fir alle
xe M.
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Satz 3.1.15. (Poincaré-Ungleichung)
Es seien a,b € R mit a < b. Dann gilt fir f € H}(a,b) stets

b b
/a \f(x)Qd:cS;(b—aF/a |f(x)]? da.

Beweis. Nach Definition von H}(a,b) und wegen Satz ist f(z) = [ f'(s)ds. Mit
Cauchy—Schwarz folgt

1< - ([(16rs) < @ -l

Somit

’ 2 _ 1112 ’ —1b 21| £/112
[ r@pPar =111 [ @) dz = 56— a?115

Wir kénnen auch hohere schwache Ableitungen betrachten.

Definition 3.1.16. Fiir n € IN definieren wir induktiv
H" Y (a,b) := {f € H'(a,b) : f' € H"(a,b)}

Weiter sei fiir f € H"'(a,b) die Funktion (1) definiert als (f)’. Die Elemente von
H"™(a,b) heifen n-mal schwach differenzierbare Funktionen und f heiBt die n-te schwache
Ableitung.

Ahnlich wie im Fall n = 1 sieht man, dass H"(a,b) ein Hilbertraum beziiglich des
Skalarprodukts

<fag>Hn = <fag>L2 + Z <f(k)7g(k)>L2
k=1
ist. AuBerdem sieht man induktiv, dass H"(a,b) — C" !([a,b]), d.h. eine n-mal schwach
differenzierbare Funktion ist (n — 1)-mal im klassischen Sinn differenzierbar.

3.2 Randwertprobleme auf dem Intervall
Wir verwenden nun Hilbertraummethoden um Randwertprobleme der Form
Au—u" = f (3.1)

zu 16sen. Hierbei ist f € L?(a,b) und es ist eine zweimal differenzierbare Funktion u gesucht,
die diese Gleichung 16st. Der Einfachheit halber arbeiten wir in disem Abschnitt stets iiber
dem Skalarkorper R.

Bei handelt es sich um eine (lineare) Differentialgleichung zweiter Ordnung. Es
ist aus der Vorlesung “Differentialgleichungen” bekannt, dass die Losungsgesamtheit von
(3.1) (sofern nicht leer) ein zweidimensionaler, affiner Raum ist. Um also die Eindeutigkeit
der Losung sicher zu stellen, muss man zusétzliche Forderungen stellen. In der Vorlesung
“Differentialgleichungen” hat man meistens sogenannte Anfangswertprobleme betrachtet, bei
denen man zum Startzeitpunkt a die Werte von v und u’ vorschreibt.
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Bei sogenannten Randwertproblemen schreibt man stattdessen Werte an beiden Réndern
a und b vor. Wichtige Randbedingungen sind Dirichlet Randbedingungen

u(a) = u(b) =0, (3.2)
Neumann Randbedingungen
u'(a) =/ (b) =0, (3.3)
und pertodische Randbedingungen
uw(a) =u(d) und u'(a) =u'(b). (3.4)

Die so entstehenden Randwertprobleme sind nicht etwa eine allgemeinere Form einer
gewohnlichen Differentialgleichung, sondern sonder eher eine eindimensionale Version der
partiellen Differentialgleichung

Au—Au=f
wobei u eine Funktion von d Variablen ist und A = 6‘9—;2 4+ 4 % der Laplace Operator ist.
1 d

Die Technik die wir verwenden um zu loésen ist anders als die in der Vorlesung
“Differentialgleichungen” verwendeten Methoden. Zunéchst verwenden wir einen anderen
Losungsbegriff. Wir suchen (zumindest a priori) keine klassischen Ldsungen von (d.h.
Losungen die C2-funktionen sind) sondern schwache Lisungen, d.h. Losungen die H2-sind.
Dies erlaubt es uns, Hilbertraummethoden zu verwenden.

Betrachten wir zunéchst Gleichung mit Dirichlet-Randbedingungen . Sei u €
H?(a,b) Lésung von (3.1). Wir multiplizieren v mit einer H}(a,b)-Funktion v und integieren
partiell und erhalten

b b b
/ f(t)v(t)dt:)\/ u(t)v(t)dt—/ u” (t)v(t) dt
b b
= /\/ u(t)v(t) dt—l—/ o' () (t) dt — [u'v]®
~ ) / " (tyolt) di + / () dt, (3.5)

da ja v(a) = v(b) = 0 ist. Jede Losung von erfiillt also (3.5)). Dies ist die sogenannte
variationelle Formulierung des Problems.

Beachte, dass auf der rechten Seite von fast das Skalarprodukt in H(a,b) steht,
genauer ist dies fiir A = 1 das Skalarprodukt auf H}(a,b), fiir A > 0 ist es ein dquivalentes
Skalarprodukt.

Die linke Seite von ist (als Funktion von v) ein beschréinktes Funktional auf H}(a,b).
Dies ermoglicht es uns, eine Lésung u von aus dem Satz von Riesz-Fréchet zu erhalten.
Genauer zeigen wir:

Satz 3.2.1. Es seien a,b € R mit a < b und \ > 0. Fiir jede Funktion f € L*(a,b) gibt es
genau eine Funktion u € H?(a,b) N H}(a,b) mit Au—u" = f.

Bemerkung 3.2.2. Beachte, dass die Dirichlet Randbedingungen erfiillt sind, da wir verlan-
gen, dass u zusétzlich in H& liegt.
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Beweis. Wir betrachten den Hilbertraum V = H{(a,b) mit dem Skalarprodukt (u,v) :=
AMu, v) 2 (ap) T (u',v") L[2(ayp)- Dieses Skalarprodukt ist dquivalent zum iiblichen Skalarprodukt

auf H}(a,b). Fiir A = 0 folgt dies aus der Poincaré Ungleichung (Satz . Fiir A > 0 ist
dies klar.

Ist nun f € L%(a,b), so ist die Abbildung ¢ : V — R, v f; o(x)v(x) dr stetig. Es
ist ndmlich [p(v)| < [[fll2/lvllz < [fll2llv]lg2 < cllfl2llv]lv. Nach dem Satz Von Riesz-
Fréchet gibt es genau eine Funktion u € Hi(a,b) mit (u,v) = ¢(v) fiir alle v € H{(a,b), d.h.
(3-5) gilt. Beachte insbesondere, dass fiir v = 1 € Cl(a,b)

b b
/ o (@ (@) de = — / (ulz) — f(@))() d

gilt. Aus der Definition folgt, dass v’ schwach differenzierbar ist mit schwacher Ableitung
Au — f. Somit ist u € H?(a,b) und v’ = \u — f. Dies zeigt, dass u die Gleichung ({3.1])
erfiillt. O

Wir zeigen nun das analoge Resultat fiir Neumann Randbedingungen. Beachte, dass wir
in diesem Fall A > 0 fordern miissen. In der Tat sind fiir A = 0 sowohl u =0, als auch ©u =1
Losungen der Gleichung (3.1) mit f = 0 und Neumann Randbedingungen.

Satz 3.2.3. Seien a,b € R mit a < b und A\ > 0. Dann gibt es fiir jedes f € L*(a,b) genau

eine Funktion u in
{v e H*(a,b) : v'(a) = v'(b) = 0}

mit \u —u” = f.
Beweis. Fiir A > 0 definiert (u, v) := AMu,v) 2 + (v, v') 12, 5 ein dquivalentes Skalarprodukt

auf H'(a,b). Da v f:f(x)v(x) dz ein lineares Funktional auf H'(a,b) definiert, gibt es

nach dem Satz von Riesz-Fréchet genau ein u € H! mit (u,v) = ff fo fiir alle v € H'(a, b).
Insbesondere hat man fiir v = ¢ € C}(a,b)

b b
[ @@ == [ Oute) - f@)ite) da,

sodass u € H?(a,b) mit u” = \u— f ist. Es bleibt also nur noch zu zeigen, dass u die Neumann
Randbedingungen u'(a) = u/(b) = 0 erfiillt. Betrachte hierzu v(t) := (b — a) (¢t — a). Mittels
partieller Integration folgt

b b b b
—/ v = —/b(/\u—f)v—/ u'v = [u’v\g—/ u”v—u’(b)—/ uv

und daher u/(b) = 0. Verwendet man stattdessen v(t) := (b — a)~'(b —t), so siecht man auf
die gleiche Weise, dass u'(a) = 0 ist. O
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Kapitel 4

Spektraltheorie

Der Satz iiber die Hauptachsentransformation aus der linearen Algebra besagt, dass eine
symmetrische (bzw. hermitsche) Matrix unitéir diagonalisierbar ist. Also hat der Vektorraum
eine Orthogonalbasis aus Eigenvektoren der Matrix. In diesem Kapitel beweisen wir eine
unendlichdimensionale Version dieses Satzes. Den Platz der symmetrischen/hermitschen
Matrix nimmt nun ein selbstadjungierter Operator ein. Um allerdings die Existenz von
Eigenwerten zu sichern, muss man sich auf eine besondere Klasse von Operatoren, die
sogenannten kompakten Operatoren beschrianken.

4.1 Spektrum und Resolvente

Definition 4.1.1. Es sei X ein normierter Raum, 7' € £ (X). Die Resolventenmenge von T
ist die Menge

p(T) :={N € K: (A —T) ist bijektiv und (A —T)~' € Z(X)}.

Das Komplement o(T") := K\ p(7") der Resolventenmenge heifit Spektrum von T'. Fiir A € p(T")
heiBt R(A,T) := (A — T)~! die Resolvente in )\, die Abbildung p(T) > A — R()\,T) heiBit
Resolventenabbildung. Ist A € K so, dass es einen Vektor x # 0 gibt mit Tz = Az, so heifit A
Eigenwert von T und x heifit zugehiriger Eigenvektor. Wir schreiben o, (T") fiir die Menge
aller Eigenwerte von 7" und nennen o,(T") das Punktspektrum von T'.

Bemerkung 4.1.2. Ist S € Z(X) bijektiv mit S~! € Z(X), so sagen wir S ist invertierbar.
Unter Verwendung des sogenannten Satz vom abgeschlossenen Graphen kann man zeigen,
dass auf einem Banachraum (!) jeder bijektive Operator invertierbar ist.

Ist X endlichdimensional, so ist ein linearer Operator injektiv, genau dann, wenn er
surjektiv ist, genau dann wenn er bijiektiv ist. In diesem Fall ist also A € p(T') genau
dann, wenn A ein Eigenwert von T ist. Auf unendlichdimensionalen Rdumen ist dies nicht
notwendigerweise der Fall.

Beispiel 4.1.3. Es sei H = ¢? und R der Rechtsshift, gegeben durch
R(z1,z9,...) = (0,21, x9,...).
Dann ist R injektiv, aber nicht surjektiv. Also ist 0 € o(R), aber 0 ist kein Eigenwert von R.

Wir zeigen nun, dass die Resolventenmenge offen ist. Hierzu verwenden wir die folgende
operatorwertige Version der geometrischen Reihe.

35
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Lemma 4.1.4. (Neumann Reihe)
Es sei X ein Banachraum und T € £(X) mit | T|| < 1. Dann ist I — T invertierbar und
(1=T) =32, T+,

Beweis. Weil X vollstdndig ist, ist wegen Proposition auch Z(X) vollstindig. Weil
|T|| =: g < 1, also [|T%|| < ||T||F < ¢*, ist S50, [|IT"|| < oo. Somit ist die Reihe > p_, T*
absolutkonvergent, wegen Vollstindigkeit also konvergent. Sei S der Grenzwert der Reihe. Es
ist
n
(I-T)S=lim (I-T)) TF= lim [ -T*"" =1

n—00 n—00
k=0

da T**! — 0. Genauso sieht man, dass S(I —T) = I, es ist also (I — T') invertierbar und
S=(I-T)"1 O

Satz 4.1.5. Es sei X ein Banachraum und T € £ (X). Dann ist o(T) kompakt, genauer ist
A < ||T|| fir A € o(T).

Beweis. Tst |\ > ||T||, so ist ||A\7'T|| < 1, also ist wegen Lemma[4.1.4] T — \='T invertierbar
mit Inverse > g A"T™. Weil (A —T) = A(I — A~!T) ist, ist auch A — T invertierbar (mit
A=T)"L = A" 2o A7"T™). Somit ist |A| < ||T| fiir alle A € o(T'). Insbesondere ist das
Spektrum beschrinkt.

Es bleibt zu zeigen, dass das Spektrum abgeschlossen ist, oder, dquivalent, dass die
Resolventenmenge abgeschlossen ist. Sei hierzu A\g € p(T) und ¢ := ||R(X\o, T)||~! > 0. Es ist

A=T=x—-T— (X =00—T)[T- (= No-T)"] = (ho—T)I - R)

Weil (A\g — T') invertierbar ist, ist A — 7" also genau dann invertierbar, wenn I — R invertierbar
ist. Ist |A — Ag| < &, so ist |R|| < 1 und daher I — R invertierbar nach Lemma Somit
ist B(Ao,e) C p(T), die Resolventenmenge also offen. O

Bemerkung 4.1.6. Mit mehr Informationen iiber den Dualraum von £ (X) und etwas
Funktionentheorie kann man beweisen, dass im Fall K = C stets o(T') # (). Im Falle dass
K =R ist kann jedoch das Spektrum durchaus leer sein, wie man bereits an der Matrix

(%)

die Minimalpolynom 1 + X? hat, sehen kann.
Wir beschreiben nun das Spektrum des adjungierten Operators im Hilbertraum.

Lemma 4.1.7. Ist H ein Hilbertraum und T € £ (H), so ist o(T*) = o(T'). Weiterhin ist
fir A € p(T') stets R\, T*) = R(\,T)*.

Beweis. Fiir S,T € £ (H) ist (T'Sz,y) = (Sz, T*y) = (x, S*T*y) fiir alle x,y € H. Somit ist
(TS)* = S*T*.
Ist nun A € p(T'), soist I = (A—T)R(N\,T) = R(N\,T)(A —T) und daher

I=T"=[A=RRA\T)|" =R\NT)*A=T%) = (A= T*)R(\,T)".

Dies zeigt, dass A € p(T*) und R(A, T*) = R()\,T)*. Wendet man das gleiche Argument
auf 7" an und verwendet, dass 7™ = T ist, so ergibt sich A € p(T) genau dann, wenn
A € p(T%). O



4.2. KOMPAKTE OPERATOREN 37

Wir diskutieren nun noch die Beziehung zwischen Spektrum und numerischem Wertebe-
reich. Es gilt

Proposition 4.1.8. Ist H ein Hilbertraum und T € £ (H), so gilt o(T) C O(T). Insbeson-
dere ist das Spektrum eines selbstadjungierten Operators reell.

Beweis. Ist A\ & ©(T), so ist d := inf{|\ — (T'z,z)| : ||z]| = 1} > 0. Fiir z mit ||z| = 1 gilt
also
0<d < A= (Tz,z)[ = (A =T)z,2)| < [[(A=T)].

Dies zeigt, dass A — T injektiv ist und dass die Umkehrabbildung (A —T)" ! : rg(A = T) — H
beschrénkt ist. Somit ist A — T ein Isomorphismus zwischen H und seinem Bild, insbesondere
ist rg(A — T) abgeschlossen. Angenommen rg(\ — 1) # H. Dann gibt es ein 2o € rg(A — T)*+
mit ||zg|| = 1. Insbesondere ist z¢g L (A — T')zo, also

0= ((\—T)xg,20) = X — (T'xg, x0),

also A = (T'xg, zp). Es miisste also A € ©(T) sein, ein Widerspruch. Insgesamt haben wir
gezeigt, dass A € p(T). O

4.2 Kompakte Operatoren

Definition 4.2.1. Es seien X und Y normierte Rdume. Eine lineare Abbildung T': X — Y
heifit kompakt, falls fiir jede beschrankte Folge z,, die Folge Tz, eine konvergente Teilfolge
besitzt. Wir schreiben £ (X,Y) fiir die Menge aller kompakten Operatoren von X nach Y.

Bemerkung 4.2.2. Bekanntlich heifit eine Teilmenge K eines metrischen Raumes (M, d)
kompakt, falls jede Folge in K eine (in K!) konvergente Teilfolge besitzt. Eine Menge F heifit
relativkompakt, falls ihr Abschluss kompakt ist. Somit ist ein linearer Operator genau dann
kompakt, wenn er beschrinkte Mengen auf relativkompakte Mengen abbildet.

Proposition 4.2.3. Es seien X,Y,Z und V normierte Rdaume.

(1) & (X,Y) ist ein abgeschlossener Teilraum von £ (X,Y). Insbesondere ist # (X) ein
Banachraum teziglich || - ||op-

(2) Ist T € #(X,Y), Re Z(V,X) und S € Z(Y,Z), so ist STR € #(V,Z). Ins-
besondere ist fir X =Y A (X) := A (X,X) ein Ideal (im Sinne der Algebra) in

Z(X).
Beweis. (1) Zunéchst, ist jeder kompakte Operator T' beschrinkt. Ansonsten giibe es ndmlich
eine Folge x,, mit ||z, || = 1 und ||Tz,|| > n. Aber dann kann T'z;, keine konvergente Teilfolge
haben.

Seien nun 7,5 € #(X,Y), A € K und eine beschrinkte Folge z,, gegeben. Fiir eine
Teilfolge x,, konvergiert dann Tz, , etwa gegen y. Geht man falls nétig zu einer weiteren
Teilfolge Ty, iiber, so konvergiert auch ankl, etwa gegen z. Dann konvergiert aber (T +
AS )xnkl gegen y + Az. Folglich ist T+ \S kompakt.

Um die Abgeschlossenheit zu zeigen, verwenden wir ein Diagonalfolgenargument. Es sei T;,
eine Folge in # (X,Y) mit T,, —» T € Z(X,Y). Ist eine beschrinkte Folge z,, in X gegeben,
so gibt es — weil 71 kompakt ist — eine Teilfolge (7,1 k) ke sodass T1m, ) konvergiert,
etwa gegen y1. Weil wiederum T, kompakt ist gibt es eine Teilfolge (,,(2,1)) ke VON (p(1 1)),
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derart, dass auch Thz, 1) konvergiert, etwa gegen ya. Wir iterieren dies und erhalten fiir
J € N Teilfolgen ,,(; ) derart, dass x,(; ) eine Teilfolge von @, (;_1 1) ist und Tz, ;) gegen
ein Element y; von Y konvergiert.

Wir setzen nun z,, := T, Dann ist z,, eine Teilfolge der urspriinglichen Folge.
Auflerdem ist (wp,)r>; eine Teilfolge von m,,(; ), sodass Tjz,, — y; fiir alle j € N. Wir
behaupten, dass (y;) eine Cauchyfolge in Y ist. Es ist némlich (oBdA ||z,| < 1)

|Yn — ymll < hlf;nSUP (Hyn - Tnxnk” + T — Tl + ”Tnxnk - ymH) <o — T
—00

Sei nun y; — y. Dann zeigt die Abschitzung

[T 20y, = yll < N T2ny, = Tyl + 1 Tjzn, —y5ll + lu; =yl
< T =Tl + 1 T5zn, — wsll + lly; = wll;

dass T'x,, — y fiir £ — o0, es ist also 1" kompakt.

(2) Mit (z,) ist auch Rz, eine beschrénkte Folge, weil ja R beschrinkt ist. Weil 7" kompakt
ist, besitzt T' Rz, also eine konvergente Teilfolge, welche vom stetigen operator S wiederum
auf eine konvergente Folge abgebildet wird. O

Bemerkung 4.2.4. Jeder Operator mit endlichdimensionalem Bild (engl. finite rank opera-
tor) ist ein kompakter Operator. Wegen Proposition ist somit auch jeder Grenzwert einer
Folge von Operatoren mit endlichdimensionalem Bild ein kompakter Operator. 1936 fragte
Stanistaw Mazur ob umgekehrt jeder kompakte Operator Grenzwert einer Folge von Opera-
toren mit endlichdimensionalem Bild ist. Als Preis fiir denjenigen, der dieses Problem 1ost,
setzte er eine lebende Gans aus. Per Enflo hat 1972 gezeigt, dass es durchaus Banachriume
gibt, in denen dies nicht der Fall ist (und hat dafiir auch eine Gans erhalten).

Wir kénnen nun ein einfaches Beispiel eines kompakten Operators geben.

Beispiel 4.2.5. Wir betrachten den Banachraum /7. Ist m € c¢g, so ist der zugehorige
Multiplikationsoperator M kompakt. Ist ndmlich m € cgyp — dem Raum der Folgen, die
schliefllich Null sind — so hat der zugehorige Multiplikationsoperator endlichdimensionales
Bild, ist also insbesondere kompakt. Ist nun ein allgemeines m = (my)ren gegeben, so setze
my, := (my,...,my,0,0,...) € coo. Bezeichnet man die zugehérigen Multiplikationsoperatoren
mit M respektive M, so ist | M, — M|| = sup~,, |mx| — 0. Aus Proposition folgt, dass
M als Grenzwert von kompakten Operatoren kompakt ist.

Beispiel 4.2.6. Ist dim H = oo, so ist die Identitét I nicht kompakt. In diesem Fall gibt es
nidmlich ein abzihlbares Orthonormalsystem (e, )nen. Die Folge ey, ist beschrinkt. Allerdings
hat diese Folge keine konvergente Teilfolge. Wenn namlich e,, — = konvergiert, so miisste
(x,em) = lim (ey, , em) = 0 fiir alle m € IN sein, also z = 0 da (e,,) eine Orthonormalbasis sei-
nes Aufspanns ist. Andererseits ist aber ||e,, || = 0 /4 0, sodass e, nicht gegen 0 konvergieren
kann.

4.3 Der Spektralsatz fiir kompakte, selbstadjungierte Opera-
toren

Wir zeigen zunéchst, dass kompakte, selbstadjungierte Operatoren auf einem Hilbertraum
einen Eigenwert besitzen.
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Lemma 4.3.1. Es sei H ein Hilbertraum, T € ¢ (H) selbstadjungiert. Dann liegt o(T) im
Intervall [—||T||, |T']|] und ||T|| oder —||T|| ist ein Eigenwert von T'.

Beweis. Weil das Spektrum eines selbsadjungierten Operators T reell ist (Proposition
und in B(0, [|T||) liegt (Satz ist die erste Aussage klar. Weil T' selbstadjungiert ist, folgt
aus Proposition [2.4.4)(2), dass es eine Folge z,, mit ||z,| < 1 gibt, mit [(Tz,,zn)| — || T
Wir nehmen ohne Einschréankung an, dass (T'xy,, z,) — [|T]| =: A > 0.

Weil T kompakt ist, konvergiert — nach Ubergang zu einer Teilfolge — T'z,,, etwa gegen y.
Nun ist aber

limsup | Tz, — Az ||* < limsup (|Tzn||? + N ||zn|| — 2N Tzn, 2,))
n—oo

n—oo

<N+ AN -2\ =0.

Somit konvergiert auch Az, und also auch z,, etwa gegen z. Nun folgt aber Az = lim \T'z,, =
Tz und somit ist A Eigenwert von T' mit Eigenvektor x (Beachte: Wire x = 0, so miisste
(T'xp, xn) — (y,0) = 0 konvergieren, also A = 0 sein). O

Satz 4.3.2. (Spektralsatz)

Es sei H ein Hilbertraum und T ein kompakter, selbstadjungierter Operator auf H. Dann
ist o(T) \ {0} = op(T"). Weiter gibt es eine (mdglicherweise abbrechende) Folge A, — 0 und
ein Orthonormalsystem e,, derart, dass

Tx = Z An (T, en)en.

Insbesondere ist Te, = Ae,.

Beweis. Nach Lemma ist Ay = ||T|| oder \y = —||T'|| ein Eigenwert. Es sei e; mit
lle1]| = 1 ein zugehoriger Eigenvektor. Sei nun H = span{e;} ® Ry, wobei R; := span{e; }*
ist. Dann ist R; ein abgeschlossener Teilraum von H, TRy C Ry (denn ist y L e, so ist
(e1,Ty) = (Te1,y) = Mfe1,y) = 0) und die Einschrinkung 77 von T' auf R; ist kompakt
(denn Ty = Pg, T, wo ¢ : Ry — H die kanonische Einbettung ist und Pg, die orthogonale
Projektion auf H; ist) und selbstadjungiert (das ist klar).

Somit kann man obiges Argument iterieren und erhdhlt eine normierte Folge e, von
normierten Eigenvektoren von T zum Eigenwert \,. Hierbei ist H,, := span{ey,...,e,} und
R, = Hﬁ, sodass T R,, invariant ldsst und die Einschrankung 7,, auf R, wiederum kompakt
und selbstadjungiert ist. Dann ist e,11 der Eigenvektor zum Eigenwert +||T,||, der laut
Lemma [4.3.1] existiert. Beachte, dass ||T,11| < ||T5 ||, also ist die Folge |A,| fallend. Beachte
weiter, dass e 11 L e1,...e,, nach Konstruktion.

Wir setzen nun Hy, := 5pan{e, : n € N} und Ry, = HL. Man sieht wie oben, dass T' den
Rest R, invariant ldsst. Wir schreiben Ty, fiir die Einschrinkung von T' auf R, und Py, fiir
die Projektion auf R,. Dann ist H = Ho, @2 Roo und (e,) ist eine Orthonormalbasis von
H.. Es folgt

Tz = Z An{x, en)en + Too Pxox.

Es bleibt also nur zu zeigen, dass T, = 0 ist. Es ist aber nach Konstruktion ||| < ||T,| =
[An|. Es geniigt also zu zeigen, dass A, — 0. Angenommen, dies wire falsch. Dann géibe
es eine Teilfolge \,, die gegen ein p # 0 konvergiert. Weil aber T' kompakt ist, miisste in
diesem Fall Tey,, = A\, ex,, eine konvergente Teilfolge besitzen. Aber dann miisste auch ey,
eine konvergente Teilfolge besitzen, was absurd ist (weil |le, — e, || = V2 fiir n #m). O
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Beispiel 4.3.3. Es sei E = (> und m = (m,) € co reell und M der assoziierte Mu-
litplikationsoperator. Dann ist M kompakt (siehe Beispiel und selbstadjungiert,
o(M) = {my, : n € N} U {0} und die Orthonormalbasis aus Eigenwerten ist gerade die
kanonische Basis e, = (0kn)kenN-

Man kann den Spektralsatz auch so verstehen, dass man “im Wesentlichen” immer in
dieser Situation eines Multiplikationsoperators ist.

Definition 4.3.4. Es seien H;, H> unitdre Réume und T; € Z(H;) fir j = 1,2. Die
Operatoren heiflen unitdr dquivalent, falls es einen unitdren Operator U : H; — Hs gibt mit
Ty = UT,U~'. Mit anderen Worten, falls das Diagramm

H1L>Hl

TR

H2 — HQ
Ts

kommutiert.

Korollar 4.3.5. (Spektralsatz, Multiplikationsoperator Version)
Es sei H ein separabler Hilbertraum und T ein kompakter, selbstadjungierter Operator.
Dann ist T unitir dquivalent zu einem Multiplikationsoperator auf ¢2.

Beweis. Es sei (e,) das Orthonormalsystem aus Satz also Te,, = \pe,. Indem wir
(er,) um eine Orthonormalbasis von ker T" erweitern, konnen wir annehmen, dass (e, ) eine
Orthonormalbasis von H ist. Es sei U : H — ¢2 die zugehérige Koordinatenabbildung, also
Uz = ({z,en))nen. Dann ist UTU ! der Multiplikationsoperator zur Folge (\y,). O

4.4 Kompakte Integraloperatoren

Wir hatten bereits bemerkt, dass Integraloperatoren K € £ (L?(a,b)), definiert durch

b
Kf(x) = / k() f(y) dy, (4.1)

fiir ein k € L?((a,b)?), in Anwendungen hiufig auftreten und ihr Studium einer der Haupt-
griinde fiir die Entwicklung der Funktionalanalysis waren. Genauer will man sogenannte
Fredholmsche Integralgleichungen der Form

b
() — / k(e y)uly) dy = f()

l6sen. Diejenigen A fiir die diese Gleichung wohlgestellt (im Sinne von Hadamard) ist sind
genau diejenigen )\, die in der Resolventenmenge p(K) liegen. Hierbei heifit die Gleichung
wohlgestellt, falls fiir jedes f € L?(a,b) eine eindeutige Losung u € L?(a,b) (eindeutige
Losbarkeit) und falls f,, — f, so konvergieren auch die zugehorigen Losungen w,, — u (stetige
Abhingigkeit von den Daten). Das Spektrum von K besteht also genau aus denjenigen A, fiir
die die Gleichung nicht wohlgestellt ist.

Ist K kompakt und selbstadjungiert, so folgt aus dem Spektralsatz dass o(K) =
op(K) hochstens bzihlbar ist und 0 der einzig Mogliche Haufungspunkt von o(K) ist. Es
stellt sich also die Frage, wann K kompakt und selbstadjungiert ist.
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Lemma 4.4.1. Ist k € L*((a,b)?) und K durch [4.1)) gegeben, so ist der adjungierte Operator
K* gegeben durch

b
K*f(y) = / R, 9)f(z) da.

Insbesondere ist K genau dann selbstadjungiert, wenn k(x,y) = k(y,z) fir fast alle (x,y) ist.

Beweis. Es seien f,g € L?(a,b). Fiir den Moment sei der zum Kern m(x,y) := k(y,z)
gehorende Kernoperator mit M bezeichnet. Mit dem Satz von Fubini folgt

(Kf,g9) // (z,y)f(y) dyg(z) dx
/ /f K, 9)g(z) dudy

- / F(y)Mg(y) dy = (f, Mg). O

Es bleibt also die Frage zu klédren, wann K kompakt ist, was wiederum zur Frage fiihrt,
wie kompakte Teilmengen von L?(a,b) aussehen. Zuniichst beschreiben wir relativkompakte
Teilmengen von C([a, b]).

Satz 4.4.2. (Arzela—Ascoli)
Es sei M eine Teilmenge von C([a,b]) mit folgenden Eigenschaften:

(i) M ist punktweise beschinkt, d.h. sup ey |f(x)] < oo fir alle x € [a, b].

(ii) M ist gleichgradig stetig, d.h. zu € > 0 gibt es ein 6 > 0 derart, dass fir alle f € M
und x,y € I mit |x —y| <0 stets |f(z) — f(y)| < e ist.

Dann ist M relativkompakt.

Beweis. Es sei f, eine Folge in M. Wir miissen zeigen, dass f,, eine (gleichméBig) konvergente
Teilfolge besitzt. Es sei {gm : m € N} = Q N [a, b] eine Aufzéhlung der rationalen Zahlen in
[a,b]. Weil fiir m € IN die Folge (fn(¢m))nen (wegen (i)!) beschrinkt ist, besitzt diese Folge
eine konvergente Teilfolge fn(m %) (@m))ren. Mittels eines Diagonalfolgenarguments, siehe den
Beweis von Proposition finden wir eine Teilfolge (fy, )rew derart, dass fn, (¢m) fiir alle
m € IN konvergiert. Wir schrelben flgm) = limy_o0 fr, (gm)-

Auf diese Weise ist eine Funktion f : [a,b]NQ — K definiert. Mittels Grenziibergang folgt
sofort aus (ii), dass es zu € > 0 ein 6 > 0 gibt, mit |f(q) — f(r)| < € wenn nur |¢g —r| < 4.
Hieraus folgt, dass sich f zu einer stetigen Funktion auf [a, b] fortsetzen lésst. Ist ndmlich
x € [a,b], so gibt es eine Folge 7y, in [a,b] N Q mit r, — x. Wegen obiger Eigenschaft ist f(ry,)
eine Cauchyfolge, also konvergent, etwa gegen f(z). Die auf diese Art und Weise gewonnene
Funktion f ist stetig. Um das zu sehen wihlt man zu gegebenem ¢ den Parameter § wie oben
und 7, und s, Folgen rationaler Zahlen mitr, — x und s, — y wobei |z — y| < €/2, so ist
|rn, — sn| < € fiir geniigend grofle n. Dann gilt

(@) = f()] < limsup (|f(z) = f(rn)| +[f(rn) = f(sn)| + £ (sn) = F(W)]) < &

n—oo

Dies zeigt, dass f in der Tat stetig ist.

Es bleibt zu zeigen, dass fj := fn, — f beziiglich || - [|. Sei hierzu ¢ > 0 gegeben. Wir
finden ein ¢ > 0 sodass fiir z,y mit |x —y| < J stets | f(z) — f(y)| < e und |fx(z) — fr(y)| < e
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fiir alle k € IN gilt. Weil [a, b] kompakt ist und [a,b] C | B(gm, ), gibt es rationale Zahlen
T1,..., n mit [a,b] C B(ry,0)U...UB(ry,d). Wahle nun ko so grof}, dass | fi(r;) — f(r;)| < e
fur j=1,...,n und k > ko. Ist nun = € [a, b] so findet sich ein j mit | — ;| < § und daher

|fe(x) — f(@)] < | fulx) = fe(rp)| + | fulry) — fri)] + | f(r;) — f(o)] < 2
fiir alle k > k. O

Beispiel 4.4.3. Ist M C C([a, b]) eine beschrinkte Menge stetig differenzierbarer Funktionen
mit sup sy || f'|lc =1 C < 00, so ist M prikompakt. Ist ndmlich e > 0 gegeben, so setze 0 :=
(14 C)~'e. Sind dann z,y € [a,b] mit |z — y| < & gegeben, so ist wegen des Mittelwertsatzes
f(z) = f(y) = f'(&)(z — y) fiir ein £ zwischen z und y. Daher

[f(@) = fW =1f ©Olle—yl < Co<e.

Dies zeigt, dass M gleichgradig stetig ist. Die punktweise Beschranktheit ist klar.

Beispiel 4.4.4. Fiir a,b € R mit a < b ist die Einbettung ¢ : H(a,b) = C([a, b)), «(f) = f
kompakt. Es ist zu zeigen, dass ¢ beschrankte Mengen auf prikompakte Mengen abbildet. Ist
M C H*'(a,b) beschriinkt, etwa durch C, so ist ¢(M) punktweise beschrinkt, was sofort aus
Satz folgt. Weiterhin ist

TGIOENGIOIE / Py dr| < 1 f ol = 8|2 < CJt - s

was die gleichgradige Stetigkeit von (M) zeigt. Die Behauptung folgt somit aus dem Satz
von Arzela—Ascoli.

Beispiel 4.4.5. Es seien a,b € R mit a < b. Ist k € C([a,b)?), so ist der Kernoperator T},
gegeben durch

b
Tif(z) == / k(x,y)f(y)dy

ein kompakter Operator von L!(a,b) nach C([a, b]). Insbesondere definiert T} einen kompakten
Operator auf L?(a, b).

In der Tat ist T}, offensichtlich beschrénkt mit ||T%||op < ||%|loc, Woraus insbesondere folgt,
dass T} beschrinkte Mengen auf (punktweise) beschréinkte Mengen abbildet. Wir zeigen
nocht, dass T} beschrinkte Mengen auf gleichgradig stetige Mengen abbildet, dann folgt die
Behauptung aus dem Satz von Arzela—Asoli.

Sei also € > 0 gegeben. Aufgrund der Gleichstetigkeit von & auf dem Kompaktum |[a, b]?,
gibt es ein § > 0 mit |k(z, 2) — k(y, 2)| < € fir z,y,z € [a,b] mit |z — y| < e. Fiir solche z,y
gilt also

b
Tef(x) = T f (y)| < / |k(x, 2) = k(y, 2)|[f (2)| dz < || f]1e,

was zeigt dass T beschrinkte Mengen auf gleichgradig stetige abbildet.

Bezeichnen wir den Operator von L'(a,b) nach C([a,b]) fiir den Moment mit T}, und
den Operator auf L?(a,b) mit T}, so ist Ty = 15Tt1, wobei 11 die stetige (!) Einbettung von
L?(a,b) nach L'(a,b) ist und u2 die stetige Einbettung von C([a, b]) nach L?(a, b). Somit folgt
die Kompaktheit von T}, auf L? aus der Idealeigenschaft kompakter Operatoren.
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4.5 Das Spektrum des Dirichlet—Laplace Operators

Wir betrachten den sogenannten Dirichlet—Laplace Operator Ap, gegeben durch def(D) =
H2(0,1) N H}(0,1) und Apu = u”. Dies ist kein beschréinkter Operator, man kann allerdings
zeigen, dass Ap abgeschlossen ist. Es folgt aus Satz dass die Gleichung —Apu = f fiir
jedes f € L%(0,1) genau eine Losung besitzt. Wir wollen nun diese Losung berechnen. Es
liegt nahe, hierzu f zweimal zu integrieren. Allerdings miissen wir auf die Randbedingunen
achten.

Ist —u” = f so ist

t
/ /f )dsdt + cox + ¢
0 0

{t/otf 0—}—/: sf(s)ds+ cox + ¢

x(s—x)f( )ds + cox + c1.

S—

Weil u(0) = 0 sein soll, muss ¢; = 0 sein. Weil u(1) = 0 sein soll, muss

1
o :/0 (1 —3s)f(s)ds

sein. Daher ist

1
(s—a:)f(s)ds+x/() (1—s)f(s)ds

T 1
(s—a:)f(s)ds+/0 :c(l—s)f(s)ds—i—/m x(1—s)f(s)ds

1

s(1—x)f(s)ds +/ (1l —s)f(s)ds

T

wobel

Gloy) = y(l—z) fallsy <z
T lz(l—y) falls y > .

Wir haben gezeigt, dass die Umkehrabbildung —ABI ein Integraloperator mit Kern G
ist. Der Kern G heifit Greenfunktion des Problems —u” = f. Beachte, dass G stetig und
symmetrisch ist. Somit ist —ABI selbstadjungiert und kompakt. Insbesondere besteht das
Spektrum von —ABl mit Ausnahme der 0 aus Eigenwerten. Man sieht leicht, dass A — Ap fiir
A # 0 genau dann bijektiv ist mit (A — Ap)~t € Z(L%(0,1)), wenn A~! — ALl invertierbar
ist mit beschrénkter Inverse also genau dann, wenn A~! € p(A7 1). Ist weiterhin f € L?(0,1)
und A € o(A, 1) mit AL Lf = \f,soist f € def(Ap) und Apf = A\~!f. Insbesondere folgt
aus dem Spektralsatz

Satz 4.5.1. Das Spektrum des Dirichlet—Laplace Operators, also das Komplement der Menge
p(Ap) :=={\ € C: X — Ap ist bijektiv und (A — Ap)~' € L(L*(0,1))},

besteht aus einer Folge A, mit A, T 0o. Weiterhin ist jedes A\, ein Figenwert von Ap und die
zugehérigen (normierten) Eigenvektoren bilden eine Orthonormalbasis von L?(0,1).
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Satz gibt uns ein detailliertes Wissen iiber den Dirichlet—Laplaceoperator. Dieses
Wissen erlaubt es uns, auch verwandte Probleme zu studieren. Als Beispiel diskutieren wir —
informell — die Wdarmeleitungsgleichung

2
gtu(t’ ) = sﬁu(t,x) (t,z) € (0,00) x (0,1)
u(t, 0) = u(t, 1) =0

u(0,z) = f(x).

Gesucht ist also eine Funktion u von zwei Variablen ¢t und z, sodass die partielle Diffe-
rentialgleichung dyu = 9,,u erfilllt ist. Weiterhin verlangen wir, dass in der z-Variable
Dirichlet Randbedingungen erfiillt sind. Zu guter letzt ist ein Anfangswert «(0,z) = f(x) mit
f € L?(0,1) gegeben. Mit etwas gutem Willen kénnen wir also die Wirmeleitungsgleichung
zu einer gewdhnlichen Differentialgleichung

{ W (t) = Apu(t)

8

u(0) = f

auf dem Hilbertraum L?(0,1) umschreiben. Hier ist die Funktion u eine Funktion von einer
Variablen, allerdings mit Werten in L?(0,1) (sodass sich hier die zweite Variable versteckt).
Sei nun (e;) die Orthonormalbasis von L?(0, 1) aus Eigenwerten von Ap, also Ape, = Agep.
Wenn wir nun das Skalarprodukt obiger Gleichung mit e bilden, so folgt

d
Jtult),er) = (W'(t), ex) = (Apu(t), ex) = (u(t), Apex) = Ap{u(t), ex).

dies ist eine gewoOhnliche Differentialgleichung fiir die skalarwertige Funktiongy, gegeben
durch gi(t) := (u(t), ex). Ist der Anfangswert u(0) = ey, also gx(0) = 1, so folgt gi(t) = et
Entwickelt man einen beliebigen Vektor f € L%(0,1) in der Basis f = >_ (f, ex)ex, so folgt

u(t) = M ([, ex)er.
k=1

Beachte, dass A\ < 0 fiir alle k, sodass diese Reihe in der Tat konvergiert. Somit haben
wir, zumindest informell, die Wirmeleitungsgleichung gelost. Mehr Details werden in der
Vorlesung “Partielle Differentialgleichungen” gegeben.
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