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Losungen Partielle Differentialgleichungen: Blatt 1

1. Sei @ C R? offen und nicht leer. Eine Funktion u € C2%(Q) heift harmonisch, falls
AU = Ugy + Uyy = 0 auf ganz Q ist. Die Menge der in € harmonischen Funktionen wird
mit H(€2) bezeichnet. In dieser Aufgabe sollen mittels eines einfachen Zusammenhangs
zwischen harmonischen und holomorphen Funktionen einige grundlegende Eigenschaften
harmonischer Funktionen (in zwei Variablen) bewiesen werden. Zeige:

(a)

Ist f: C = R? > Q — C holomorph, so sind der Realteil Re f und der Imaginérteil
Im f von f harmonisch.

Erinnerung: Holomorphe Funktionen sind analytisch, also lokal in eine Potenzreihe
entwickelbar, und somit insbesondere beliebig oft (komplex) differenzierbar.
Erinnerung (Cauchy-Riemann’sche partielle Differentialgleichungen): Be-
trachtet man zu einer Funktion f von 2 C C nach C die zugehorige Funktion
g = (Re f,Im f) von Q C R? nach R?, so ist f genau dann holomorph, wenn g stetig

differenzierbar ist und % = %—g; und %—g; = —% auf Q gilt. Dann ist
0 0 0 0
i) = G esy) =i () = SR (ey) +ig 2 )

Losung: Schreibe u(z,y) := Re f(x+iy) und v(x,y) := Im f(z+iy). Da holomorphe
Funktionen analytisch sind, sind v und v lokal durch Potenzreihen gegeben und
liegen daher in C%(Q2). Nach den Cauchy-Riemann’schen Differentialgleichungen ist
zudem u, = vy und u, = —v,. Durch Differenzieren dieser Identitéten folgt mit dem
Satz von Schwarz

AU = Uy + Uyy = Vyg — VUgy = 0.

Eine dhnliche Rechnung (oder alternativ die Holomorphie von if) zeigt Av = 0.

Ist uw € H(Q) und Q einfach zusammenhéngend, so gibt es eine in 2 holomorphe
Funktion f mit Re f = u. Insbesondere ist fiir beliebige offene Mengen 2 C R? also
H(2) C C=(0).

Tipp: Falls es so ein f gibt, kann man f’ durch Re f = u ausdriicken. Definiere also
eine geeigenete Funktion g und wéhle f als eine passende Stammfunktion von g.
Erinnerung: Ist  C C einfach zusammenhéngend und g holomorph in 2, so gibt
es eine in  holomorphe Funktion f mit /' = g.

Losung: Als Voriiberlegung nehmen wir einmal an, es gébe eine holomorphe Funktion
f mit Re f = u und berechnen f” aus u. Dann ist nach den Cauchy-Riemann’schen
Differentialgleichungen f’ = u, — iu, die komplexe Ableitung von f.

Setze nun also g := u,; — iuy. Die reelle Ableitung von g ist

I _ Uy Ugy
I (‘“yw _“yy> .
Nach dem Satz von Schwarz iiber die Vertauschung von Ableitungen erfiillt g wegen
Au = 0 die Cauchy-Riemann’schen Differentialgleichungen. Folglich ist g eine in 2
holomorphe Funktion.

Da (2 einfach zusammenhéngend ist, gibt es eine Stammfunktion G von g. Wahle
nun f(z) := G(2) — G(xg) + u(xg) fiir ein g € Q. Nach Konstruktion ist g die



komplexe Ableitung von f und somit geméfs des Zusammenhangs zwischen reeller
und komplexer Ableitung

(Ref)x:Ref/:Reg:Uw

und
(Ref)y =—Im f' = —Img = u,.

Folglich ist V(Re f) = Vu. Da auch noch Re f(z9) = u(xo) erfiillt ist, folgt daraus
Re f = .

Sei nun 2 C R? eine beliebige offene Menge und u € H(2). Wir zeigen, dass u in
jedem Punkt (xg,yo) beliebig oft differenzierbar ist. Sei dazu U C §) eine offene,
einfach zusammenhéngende Menge, die (z¢,yo) enthélt, beispielsweise eine kleine
Kreisscheibe. Nach dem soeben Gezeigten gibt es eine in U holomorphe Funktion f
mit Re f = u. Da sich f lokal als Potenzreihe schreiben lésst, ist auch u analytisch
und somit insbesondere in (z,y) beliebig oft differenzierbar.

Ist 2 einfach zusammenhéngend und hat u € H(£2) ein lokales Extremum, so ist u
konstant.

Erinnerung (Gebietstreue): Ist f eine in  holomorphe, nicht konstante Funktion
und U C  ein Gebiet (also offen und zusammenhéngend), so ist auch f(U) C C ein
Gebiet.

Loésung: Ohne Beschriankung der Allgemeinheit sei xg € €2 ein lokales Maximum;
sonst betrachte stattdessen —u. Es gibt also eine offene Kreisscheibe U C €2, die x
enthélt und fiir die u(z) < u(xg) fur alle x € U gilt.

Sei f eine in U holomorphe Funktion mit Re f = w. Ist u nicht konstant, so ist auch
f nicht konstant. Nach dem Satz {iber die Gebietstreue holomorpher Funktionen ist
f(U) offen. Insbesondere gibt es ein € > 0 und ein z € U mit Re f(z) = Re f(z¢) +¢
und Im f(z) = Im f(zg), also u(x) > u(zg), im Widerspruch zur Wahl von U.
Bemerkung: Die Aussage bleibt richtig, falls 2 lediglich als zusammenhéngend
vorausgesetzt wird. Sei dazu xg das lokale Extremum und A C 2 die Menge aller
Punkte in 2, um die es eine Kreisscheibe gibt, auf der u konstant gleich u(zg) ist.
Offenbar ist A offen.

Wir zeigen, dass A relativ abgeschlossen ist. Sei dazu (x,) eine Folge in A, die gegen
ein z in Q konvergiert. Weil u der Realteil einer auf einer kleinen Kreisscheibe um z
holomorphen Funktion ist, ist v in dieser Kreisschreibe als Potenzreihe darstellbar.
Auf der Menge {z,} stimmt u mit der konstanten Funktion u(zg) iiberein. Also ist
nach dem Identitatssatz fiir Potenzreihen u auf dieser Kreisscheibe konstant, was
x € A zeigt.

Nun ist also A und Q\ A eine disjunkte, offene Uberdeckung von . Weil z¢ nach
dem ersten Aufgabenteil in A liegt und Q zusammenhéngend ist, ist 2\ A leer, also
A = Q. Dies zeigt die Behauptung.

Sei  # R? einfach zusammenhiingend und D die Einheitskreisscheibe in R?. Es gibt
eine Funktion ¢: 2 — D mit der Eigenschaft, dass u — u o ¢ eine Bijektion von
H(D) nach H(Q) ist.

Erinnerung (Riemann’scher Abbildungssatz): Ist Q2 C C einfach zusammen-
héngend, so ist entweder 2 = C oder € ist konform dquivalent zu D. Zwei Teilmengen
von C heiffen konform &dquivalent, wenn es eine biholomorphe Abbildungen zwischen
ihnen gibt, also eine bijektive, holomorphe Abbildung mit holomorpher Inversen.

Losung: Nach Voraussetzung gibt es eine biholomorphe Funktion ¢: 2 — ID. Diese
leistet das Gewiinschte. Ist ndmlich v € H(D), so gibt es eine in D holomorphe
Funktion f mit Ref = w. Dann ist f o ¢ in © holomorph, und daher wo ¢ =
Re(f o ¢) € H(f). Analog sieht man, dass v + v o ¢~ ! den Raum H(Q) nach
D abbildet und daher die inverse Abbildung ist. Insbesondere ist die Zuordnung
u — u o @ bijektiv.

(1)



(e) Ist u € H(R?) nach oben beschrinkt, so ist u konstant.
Tipp: Betrachte die Funktion e/, wobei f eine holomorphe Funktion mit Re f = u
ist.
Erinnerung (Satz von Liouville): Sei f eine ganze Funktion, also in ganz C
holomorph. Ist f beschrénkt, so ist f konstant.

Losung: Da C einfach zusammenhéngend ist, gibt es eine ganze Funktion f mit
Re f = u. Dann ist e/ beschrinkt, da ja ]ef | = e" ist. Also ist e/ sogar konstant,
also e/ = c fiir ein ¢ # 0. Dann ist f(z) € S := {log(c) + 2mik : k € Z} fiir alle z € C,
wobei log(c) einen Logarithmus von ¢ bezeichnet. Weil S eine diskrete Menge und f
stetig ist, folgt hieraus (beispielsweise durch Anwendung des Zwischenwertsatzes auf
Im f), dass f (und somit auch u) konstant ist.

Bemerkung: Alternativ kénnte man den kleinen Satz von Picard verwenden, der
besagt, dass eine nicht konstante ganze Funktion héchstens einen Wert in C nicht
annimmt. Man bekommt dann das schérfere Resultat, dass eine auf R? harmonische
Funktion entweder konstant ist oder jeden Wert in R annimmt.

2. Seic > 0. Es soll mit der Methode der Charakteristiken untersucht werden, ob die semilineare

Transportgleichung

ST ug(t, ) + cug(t,r) = u(t,z)?, € Rundt >0
(ST) u(0,x) = reR

i
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eine eindeutige Lésung u € C1((0,00) x R) N C([0,00) x R) besitzt. Hierzu versucht man,
Kurven (sogenannte Charakteristiken) zu finden, entlang derer jede Losung von (ST) eine
gewohnliche Differentialgleichung erfiillt. Liegt nun auf jeder Charakteristik genau ein
Punkt, auf dem der Wert der Funktion u vorgeschrieben wird, kann man die resultierenden
Anfangswertprobleme 16sen und daraus die Losung entlang aller Charakteristiken berechnen.
Uberdecken die Charakteristiken nun zudem noch die Menge, auf der gelést werden soll, so
hat man die Losung der Differentialgleichung bestimmt.

(a) Sei u eine Losung von (ST), zg € R, ¢(t) := z¢ + ct und v(t) := u(t, p(t)). Zeige,

dass dann v die gewdhnliche Differentialgleichung v'(t) = v(t)? 16st!

Losung: Setzt man zuerst einmal mit einer beliebigen Funktion ¢ an, erhalt man

%U(t, (1) = ur(t, 9(1) + ua(t, 0(8))¢' (1) = u(t, o(t)* + (¢'(t) = Jualt, @ (1))

Mit ¢’ = ¢ erhilt man v/ = v2.

(b) Bestimme die Losung von v/(t) = v(t)?, v(0) = 1;3162 explizit!

Losung: Nach der Formel zur Losung einer Differentialgleichung mit getrennten
Veranderlichen ergibt sich

-1
) =——
o) =g
fiir ein d € R. Einsetzen des Anfangswerts ergibt d = 1 + z2, also
-1
t) = ———~.
o) t+ (1+22)
Insbesondere ist die Gleichung global fiir ¢ > 0 16sbar.
(c) Zeige, dass jede Losung von (ST) u(t,zo + ct) = m fir zp € Rund ¢t > 0
0
erfiillt!
Losung: Nach dem ersten Aufgabenteil erfiillt ¢ — wu(t, xo + ct) die Differentialglei-
chung des zweiten Aufgabenteils, und nach (ST) auch die Anfangswertbedingung.

Nach dem Satz von Picard-Lindel6f ist die Losung dieses Anfangswertproblems
eindeutig, also gerade diese Funktion.

(1)

(1)

(1)



(d) Bestimme eine Losung von (ST) und zeige, dass diese eindeutig ist!
Losung: Ist z € R und ¢t > 0, so ist * = xg + ¢t fiir g :== x — c¢t. Nach dem vorigen
Aufgabenteil muss also jede Losung
-1 —1
t+(1+a23) t+1+(z—ct)?
erfiillen, was die Eindeutigkeit der Losung zeigt. Zudem rechnet man nach, dass
obige Formel tatséchlich eine Losung von (ST) darstellt.

u(t,z) =

3. Sei f:(0,00) — R stetig differenzierbar. Versuche, mit der Methode der Charakteristiken

die Existenz und Eindeutigkeit einer Losung u € C1((0,00)%) N C(]0, 00) x (0,00)) der
Gleichung

(1) xug(t, z) — tug(t,z) = u(t,z), = >0undt >0

u(0,2) = f(z), x>0

zu beweisen! Versuche zudem, die Losung in Abhéngigkeit von f auszudriicken!
Bemerkung: Man sieht an diesem Beispiel, dass bei partiellen Differentialgleichungen
anders als bei gewohnlichen Differentialgleichungen unendlichdimensionale Losungsrdume
auftreten konnen, hier parametrisiert durch f € C'(R.).

Losung: Der gleiche Ansatz wie bei (ST) liefert hier

oty plt)) = u(t, (1)) + st o(0)) (1) = LN Tl 0 ) oy

e(t)
= Smult, () + (S + ¢ (1) ua(t, @ (1),

wobei bereits genutzt wird, dass man (t) > 0 fir ¢ > 0 erwartet. Wir sollten also ¢ so
wiahlen, dass ¢/(t) = ﬁ ist. Lost man diese gewthnliche Differentialgleichung in getrennten

Veranderlichen, erhalt man
p(t) = Ve—t?

mit ¢ € R. Setzt man xg := ¢(0) und nimmt zy > 0 an, erhdlt man die maximale Losung
o(t) = \/x3 — t? fiir t < xo. Hier sind die Gleichungen, die zur Charakteristik fiihren, also
nicht global 16sbar, sondern bilden Abschnitte von Kreislinien. Offenbar {iberdecken sie
aber dennoch den ganzen ersten Quadranten und enthalten je genau einen Punkt, in dem
u vorgegeben ist.

Ist also xo fest und definiert man v(t) := u(t, /z2 — t?) fiir ¢t € [0,20), so 16st v nach
Konstruktion von ¢ die gewohnliche (lineare) Differentialgleichung

V' (t) = ——— w(t)

2_42
zg5—t

zum Anfangswert v(0) = f(xg). Nach dem Satz von Picard-Lindelof hat obige Differen-
tialgleichung genau eine maximale Losung, und mit der Losungsformel fiir Gleichungen in
getrennten Verdnderlichen berechnet man diese als

t
v(t) = f(wo) exp (/O \/ﬁ ds) = f(x0) earesin(t/zo)

Sei nun also u eine Losung von (T) und (¢,z) in [0,00) X (0,00). Dann ist x = ¢(t) fur
zo = Va2 + t2, wobei wie oben p(t) := \/x3 — t? definiert wird. Die obigen Uberlegungen

zeigen somit, dass

u(t,:c) _ f(l'O) earcsin(t/zo) _ f( / 2 + t2)earcsin(t/\/x2+t2)

gilt, was die Eindeutigkeit der Losung zeigt. Mit ein wenig Ausdauer (oder Maple) kann
man sich nun auch noch davon iiberzeugen, dass diese Formel tatséchlich eine Lésung von
(T) definiert, womit die Behauptung gezeigt ist.




