. Prof. Dr. W. Arendt
UNIVERSITAT ULM Robin Nittka
Abgabe: Freitag, 19.06.2009 Sommersemester 2009

Punktzahl: 3847

Ubungen Partielle Differentialgleichungen: Blatt 5

13.

14.

15.

16.

17.

Sei (a,b) ein reelles Intervall. Wie auch sonst immer werden auch fiir die
Aufgaben auf diesem Blatt Funktionen in H'(a,b) stets mit ihrem stetigen
Repréisentanten identifiziert.

Zeige:
(a) Jede Funktion in H'(a,b) ist Holder-stetig. Genauer: Es gilt

@) = FOI < Il @z =9I

fiir alle f € H'(a,b) und alle z,y € [a, b].
Bonusaufgabe: Fiir f € H'(a,b) gibt zu jedem € > 0 ein § > 0 mit

£(&) — F)| < ele ]2
fir |z — y| < 4.

(b) Sei fo(x) :=z* fiir a € (0,1) und z € [0,1]. Fiir o > 1/2 liegt f, in H(0, 1), fiir
a < 1/2 hingegen nicht.
Bemerkung: Insbesondere gibt es also Funktionen in C1(0, 1) N C[0, 1], die nicht in
H1(0,1) liegen.
Bonusfrage: Liegt f;/3 in H'Y(0,1)?

Sei (a,b) beschrinkt und (f,,) eine Folge in H'(a,b). Die Folge (f!) konvergiere in L?(a, b)
gegen ein g in L?(a,b). Weiterhin gebe es ein xg € [a, b], fiir das die reelle Folge (f,,(x0))
gegen ein ¢ € R konvergiert. Zeige, dass (f,) dann in der Norm von H'(a,b) gegen ein
f € H'(a,b) konvergiert, das f' = g und f(zg) = c erfiillt!

Bonusfrage: Bleibt das Resultat fiir (a,b) = R richtig?

Sei f € H'(a,b) und (a,b) beschriinkt. Zeige:
(a) Die Funktion f ist genau dann in C'[a,b], wenn f’ in C[a, b] liegt.

(b) Die Funktion f ist genau dann Lipschitz-stetig, wenn f’ in L*°(a,b) liegt.
Bonusaufgabe: Bestimme die Lipschitzkonstante von f in Abhéngigkeit von f’!

Zeige, dass fiir f € H'(R) stets lim, 400 f(z) = 0 gilt, also H!(R) C Co(R) ist!
Tipp: Unter der Zusatzannahme f’ € L'(R) ist der Beweis etwas einfacher, withrend der
allgemeine Fall noch eine Zusatziiberlegung benotigt.

Sei (a,b) C R ein beschrianktes Intervall, A > 0 und § > 0. Wir untersuchen das elliptische
Problem mit inhomogenen gemischten Neumann- und Robin-Randbedingungen

u € H*(a,b),
A — " = f auf (a,b),
Bu(a) — u'(a) = A,
u'(b) =B

(Pra,B)



fiir f € L?(a,b) und reelle Zahlen A und B. Sei ay 5: H'(a,b) x H'(a,b) — R durch

axg(u,v) —/\/uv—i-/u + pu(a)v(a)

fiir v und v aus H'(a, b) definiert. Zeige:

(a)
(b)

()

Die Form ay g: H'(a,b) x H'(a,b) — R ist bilinear, symmetrisch und stetig.
Die Form ay g: H'(a,b) x H'(a,b) ist koerziv, d.h. ay g(u,u) > 77HUH12111(,1 p) fiir alle

u € H'(a,b), wobei 7 eine positive Konstante ist.
Hinweis: Beachte, dass auch A = 0 zugelassen ist.

Fiir alle f € L?(a,b) gibt es genau ein u € H'(a, b) mit
b
ayp(u,v) = / fo

Seien f und u in H'(a,b). Es gilt genau dann

fiir alle v € H'(a,b).

b
ayg(u,v) = / fo fiir alle v € H'(a,b),

wenn u das Problem (Py ) 16st.

Es gibt Funktionen f; und fo in L?(a,b), fiir die die Probleme (Pf, 1) und (Pf,0.1)
Losungen besitzen. Fiir diese Losungen schreiben wir hy und he.

Eine Funktion u ist genau dann eine Losung von (Pf 4 g), wenn u — Ahy — Bhy das
Problem (Pf_af,—Bf,,0,0) 16st.

Es gibt eine eindeutige Losung von (Pf 4 p).

Ist f stetig auf [a, b], so liegt die eindeutige Lésung von (Pf 4 5) in C%[a,b] und ist
somit eine klassische Losung.

Ubungsblitter sowie aktuelle Informationen unter
http://www.uni-ulm.de/mawi/iaa/courses/ss09/pde.html




