. Prof. Dr. W. Arendt
UNIVERSITAT ULM Robin Nittka

Mittwoch, 14.07.2010 Sommersemester 2010
’ Punktzahl: 20

Losungen Elementare Funktionentheorie: Blatt 5

15. Bestimme das maximale Gebiet, auf dem folgende formale Laurentreihen konvergieren:

n

@ X o (1)

n=—oo

Losung: Das grofste Gebiet, auf dem eine Laurentreihe der Form

[e.9]

Z an(z — 20)"

n=—oo

konvergiert, ist laut Vorlesung der Kreisring Bg(20) \ By (z0), wobei R der Konver-

genzradius von
o0
E an(z — 29)"
n=0

und % der Konvergenzradius von

o
Z a_n(z—20)"
n=1

ist. Im Folgenden braucht man also nur fiir alle Beispiele » und R zu bestimmen,
wobei das Gebiet im Fall » > R die leere Menge ist.

Mit der Formel von Cauchy-Hadamard, vgl. Aufgabe 4, folgt aus

liminf £/(n2)! > liminf V/n! = oo,

n—oo n—oo
dass 1
— = limsup V/|ap| =0
R n—o00
und

r=limsup V/|a—p,| =0

n—oo
und daher R = oo und = oo gilt. Die Laurentreihe konvergiert also auf C \ {0}.
o0
(—1)”2”_
o > S0 )
n=-—o00
Losung: Aus

1 I n ’ ’ 1
— = limsu an| = -
R n—>oop n o’

folgt R = e. Zudem ist

1 1
r = limsup ¥/|a_p| = limsup &L/;: -,
e

n—00 n—00 €

Der Konvergenzbereich ist also {z € C: 1 < |z] <e}.



o0

(© > n2"(z-1)™

n=—oo

Losung: Die Koeffizienten dieser Laurentreihe sind

k,2
n?2" = Sok/5 k=5n,neZ

a = 5
0, sonst.
Somit ist )
— = limsup V/|ax| =
R k—o00
und

1
r = limsup /|a_j| = o-1/5 —
k—>oop ‘ k’ \5/5

Die Laurentreihe konvergiert also auf keinem Gebiet.

16. Bestimme diejenige Laurentreihendarstellung von f im Entwicklungspunkt zg, die in einer

punktierten Umgebung von zg konvergiert, und gib den Konvergenzbereich an:
z

e
(&) f(z) = 17 20 =0;
Losung: Die Laurentreihe ist

oo n

1 o 2" >, 17 z
J&= 2 =l = 2 (n+17)
n=0 n=0 n 17

Diese konvergiert auf der grofiten punktierten Kreisscheibe um zg, auf die f holomorph
fortgesetzt werden kann, also auf C\ {0}.
z
b = =1;
0) )= gy 0=
Losung: Die Funktion ist auf C\ {1, 3} holomorph, und 3 ist keine hebbare Singula-
ritdt. Das Konvergenzgebiet der Laurentreihe ist also Ba(1) \ {1}.

Wir stellen zunéchst alle Faktoren als Laurentreihe um zg = 1 dar. Der Faktor

1
z—1
ist bereits eine Laurentreihe. Zudem ist
z=(z—1)+1

und

I 1 1 li(z—m_ i(z—l)”
z=3 (z—1)-2 21— 2 on on+l
n=0 n=0

Daraus ergibt sich

(z—1) (z—1)" Z(z—1)" X (z—1)n !
fla) =~ 2—1 Z gl = Z(gn—&-l)_z(gn—i-)l

= n=0 n=0
1 P | 1
=—5(-1) —Z(W+W)(Z—1>n
n=0
1 . == 3
:—5(73—1) I—Z—2n+2(z—1)”
n=0

als Laurentreihendarstellung.

(2)



e% — 2
(c) f(z) = EZ—SQ’ 20 = 1.

Losung: Zur Berechnung kann man beispielsweise
(e —1)2 = ** —2e* +1 = 227D _2ee* 1 41

oo 2 on n oo n
e“2"(z —1) 2e(z—1)
:nzzom_zm+1

n=0

L 2e(2ntl e —
= (e? —26+1)+2€(€—1)(Z—1)+Z[)2 ((2n+2)' 1)( 1)n+?
ausnutzen und erhalt
e—1)2  2e(e—1 > 2e(2" e —1 n
J(z) = ((2—1))2 + z(—l D ((n+2)! 1)

n=0

als Laurentreihendarstellung. Die Laurentreihe konvergiert auf C\ {1}.

17. Sei Q2 C C offen, zp € €2, und seien f, g und h holomorphe Funktionen auf Q \ {zp} mit
ord(f;20) € Z, ord(g; z0) € Z und ord(h; zg) = —o0. Zeige:
(a) ord(fg;z0) = ord(f;z0) + ord(g; 20);
Losung: Aus der Vorlesung ist bekannt, dass eine Funktion f genau dann die
endliche Ordnung m := ord(f;29) € Z in zp hat, wenn es eine in einer Umgebung

von zp holomorphe Funktion fo mit f(z) = (z — z0)™ fo(2) gibt, die fo(z0) # 0 erfiillt.

Andererseits ist ord(f; zp) = oo genau fiir f = 0, was hier ausgeschlossen ist. Zudem
ist ord(f;z9) = —oo genau dann, wenn f in zp eine wesentliche Singularitit hat.
Fiir den Beweis sei nun m := ord(f;29) und n = ord(g; zo). Wir schreiben f(z) =
(z —20)"fo(z) und g(2) = (2 — 20)"go(z). Dann ist fir ho(z) == fo(z)go(2) also

f(2)9(2) = (2 — 20)" " ho(2)
und ho(z9) # 0, was nach der einfiihrenden Bemerkung die Behauptung zeigt.
(b) ord(g;zo) = ord(f; z9) — ord(g; 20);

Losung: Laut Vorlesung ist ord(é; 29) = —ord(g; zp). Zusammen mit dem vorigen
Aufgabenteil zeigt dies die Behauptung.

(¢) ord(fh;zy) = —o0;

Losung: Hétte fh keine wesentliche Singularitét, wére also ord(fh; z¢) € Z, so wére
nach dem vorigen Aufgabenteil

ord(h; z9) = ord(f—;l; z0) = ord(fh; z0) — ord(f;20) € Z

im Widerspruch zur Voraussetzung.

(d) ord(f + g;20) > min{ord(f;20),ord(g; z0)};

Losung: Schreibt man

FE) =3 aulz—20)"
und T
0= 3 bl — 200"
S0 ist T
P =3 (antb)c—zot = 3 enlz— 20"



Sei nun ng := min{ord(f; zp),ord(g; z0)} und n < ng. Dann ist n < ord(f;zp) und
n < ord(g;zo) und daher a, = 0 und b, = 0, also auch ¢, = 0. Daraus folgt
ord(f + g) > no nach Definition der Ordnung.

Im Allgemeinen ist ord(f + g; z0) # min{ord(f; zo), ord(g; 20) };

Losung: Ein Beispiel ist f(z) := 1+ z und g(z) := —1. Dann ist ord(f;0) = 0 und
ord(g;0) = 0, aber ord(f + ¢;0) = 1.

Ist ord(f;z0) # ord(g; o), so gilt ord(f + g;z0) = min{ord(f; z0), ord(g; o)}

Losung: Schreibt man

J =Y anlz—z)"
and o
g(z)= 3 balz— )",
so ist - T -
49 = 3 (an+ b =) = 3 o=l

Sei nun ng := min{ord(f; zg), ord(g; zo) }, und ohne Einschréankung sei ng = ord(f; z9).

Dann ist ng < ord(g; zo) nach Voraussetzung an die Ordnungen. Also gilt a,, # 0
und by, = 0, also ¢,, = apn, # 0, was nach Definition der Ordnung ord(f+g¢; 20) < no
zeigt. Die Ungleichung ord(f + g; z9) > no gilt allgemein. Insgesamt haben wir also
die Behauptung ord(f + g; z0) = no gezeigt.

18. Gib die Art der Singularitéit von f bei zp an und bestimme ord(f; 2p):

(a)

1
f(z) = EER 20 = 0;
Losung: Da sinz in z = 0 eine Nullstelle erster Ordnung hat, wie man aus der
Potenzreihendarstellung ablesen kann, hat sin' z nach der vorigen Aufgabe eine
Nullstelle dreizehnter Ordnung. Nach der vorigen Aufgabe (oder nach Skript) folgt
ord(f;0) = —13.
22(z —1)?

f(Z) = er—1 _
Lésung: Die Funktion e*~! —1 hat eine Nullstelle erster Ordnung in 1, wie man
sofort aus der Potenzreihendarstellung ablesen kann, oder wie man daran sieht, dass
die Ableitung dort nicht verschwindet. Weil z2(z — 1)? in 1 eine Nullstelle zweiter
Ordnung hat, folgt mit dem vorigen Aufgabenteil ord(f;1) = 1; die Funktion hat
also eine Nullstelle erster Ordnung.
2T+1  sin(z)cos(z

Losung: Der erste Summand hat einen holomorphen Zéhler, der in 0 keine Nullstelle
hat, und einen Nenner mit Nullstelle der Ordnung sieben in 0. Also hat dieser
Summand einen Pol siebter Ordnung in 0. Weil der zweite Summand hochstens

einen Pol sechster Ordnung hat (eigentlich sogar einen Pol fiinfter Ordnung), folgt
ord(f;0) = =7, also dass f einen Pol siebter Ordnung besitzt.

y 20 = 07

f(z) =sinl z:=0.

Losung: Die Laurentreihendarstellung ist

IR G 6 I N G VL
fO=2 i = 2 Conr®



und man sieht insbesondere, dass unendlich viele der Koeffizienten zu negativen
Potenzen nicht verschwinden. Laut Vorlesung ist 0 somit eine wesentliche Singularitét.



