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Losungen Elemente der Topologie: Klausur 2

(a)

Definieren Sie den Begriff Stetigkeit in © € X fiir eine Funktion f: X — Y mit
topologischen Raumen X und Y.

Losung: Die Funktion f heifit stetig in z, falls f~'(U) € U(x) fiir jede Menge
U € U(f(x)) richtig ist.

Seien X und Y topologische Rdume, z € X und f: X — Y eine Funktion. Fiir jedes
Netz (x;)ier mit Grenzwert x gelte f(z;) — f(x). Zeigen Sie, dass f stetig in z ist!

Losung: Wir zeigen die Behauptung durch Kontraposition. Sei f unstetig in z. Dann
gibt es V € U(f(x)) mit f~1(V) € U(z), was gerade U ¢ f~1(V) fiir alle U € U(x)
bedeutet. Wihle zu jedem U € U(x) einen Punkt xy € U\ f~1(V). Wir fassen
U (x) mittels U; > Uy genau dann, wenn Uy C Uy als gerichtete Menge auf. Dann ist
(zv)veu(w) ein Netz in X. Ist Uy € U(z), so ist xy € U C U fiir alle U > Uy, woraus
xy — x folgt. Andererseits ist aber f(zy) € V fiir alle U € U(x), also f(zy) /A f(x).

Definieren Sie die Produkttopologie des Produkts einer Familie (X, )aer topologischer
Réaume!

Losung: Setze X := [[,; Xo und definiere mg: X — X3 durch mg((7a)acr) = 73
fiir § € I. Die Produkttopologie ist der Durchschnitt aller Topologien auf X, beziiglich

der jede der Funktionen 7g stetig ist, also die grébste Topologie mit dieser Eigenschaft.

Die Menge C[0,1] == {f: [0,1] — R stetig} ist dicht in R,

Losung: Sei g € RI%Y beliebig und U eine Umgebung von g. Dann gibt es aufgrund
der Form der Basismengen der Produkttopologie offene Intervalle I C R und
paarweise verschiedene Zahlen ¢ € [0, 1] mit

geB={feROU: f)el firk=1,...,n} CU.

Es gibt eine stetige Funktion fp: [0,1] — R mit fo(t;) = g(t;) fir i = 1,...,n,
beispielsweise ein Interpolationspolynom oder eine stiickweise lineare Funktion. Dann
ist fo € C[0,1]Nn B C C[0,1]NU # 0. Weil dies fiir jede Umgebung U von g richtig
war, folgt g € C[0,1]. Weil g beliebig war, beweist das die Behauptung.

Definieren Sie den Begriff Kompaktheit fiir einen topologischen Raum!

Lo6sung: Ein topologischer Raum 2 heifst kompakt, wenn folgendes gilt: Ist (O )acr
eine Familie offener Teilmengen von © mit Q = (J,c; Oa, so gibt es eine endliche
Menge J C I mit Q@ = ¢ Oa-

Sei €2 ein Hausdorff-Raum und K C €2 kompakt. Zeigen Sie, dass K abgeschlossen
ist!

Losung: Sei y € K fest. Wegen der Hausdorff-Eigenschaft gibt es zu jedem x € K
offene Mengen U, und V, mit x € U,, y € V,, und U, NV, = (). Wihle zur offenen
Uberdeckung K C |, Us eine Teiliiberdeckung K C |J, ¢ Uy mit einer endlichen
Menge E C K. Dann ist V = (. V; als endlicher Durchschnitt offener Mengen
offen, und nach Konstruktion ist y € V und VN K C VN ,cpUs = 0. Also ist

K¢ e U(y). Weil dies fiir jedes y € K¢ richtig ist, ist K¢ offen, also K abgeschlossen.
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Alternativer Beweis: Wir zeigen die Netzabgeschlossenheit von K in €. Sei (x;)
ein Netz in K mit x; — z € . Wegen Kompaktheit von K in der Spurtopologie gibt
es ein Teilnetz von (x;), das in K und somit auch in 2 gegen ein y € K konvergiert.
Weil Teilnetze konvergenter Netze gegen den gleichen Grenzwert wie das Netz selbst
konvergieren und Grenzwerte in Hausdorff-Rdumen eindeutig sind, folgt z =y € K.

4. Zeigen Sie, dass der Raum {0, 1} beziiglich der Produkttopologie total unzusammenhn-

gend ist, d.h. jede Teilmenge mit mindestens zwei Elementen unzusammenhéngend ist!

Lésung: Sei M C X := {0,1}N eine Menge mit mindestens zwei Elementen und seien
x # y Punkte in M. Dann gibt es n € N mit z,, # y,. Die Mengen Oy :== {2z € X : z, =
v} =7, ({zn}) und Og := {2 € X : 2z, = yn} = 7, *({yn}) sind offen mit O; U Oy = X
und O; N Oy = 0. Also ist M € O UOs und M N O; N Oy = B, was zeigt, dass M
unzusammenhéangend ist. Wir haben gezeigt, dass X total unzusammenhéngend ist.

Zeigen Sie, dass es eine normalen topologischen Raum gibt, der nicht metrisierbar ist, indem
Sie einen solchen explizit angeben und durch Verweis auf die entsprechenden Resultate aus
der Vorlesung oder Ubung begriinden, dass er die gewiinschten Eigenschaften hat!

Losung: Ein Beispiel eines solchen Raumes ist R mit der Sorgenfrey-Topologie, der hier
mit R, bezeichnet sei. Laut Ubung ist Ry normal. Wire R, metrisierbar, so laut Vorlesung
auch Ry x Ry als endliches Produkt metrisierbarer R&ume. Das widerspricht aber dem
Resultat der Vorlesung, dass Ry nicht normal ist, da laut Ubung alle metrischen Riume
normal sind.

Alternativlésung: Der Hausdorff-Raum [0, 1]%! ist nach dem Satz von Tychonoff kom-
pakt und somit laut Vorlesung normal. In der Vorlesung wurde gezeigt, dass fiir diesen
Raum das erste Abziahlbarkeitsaxiom nicht erfillt ist, woraus folgt, dass der Raum nicht
metrisierbar ist.

Sei X ein Hausdorff-Raum, fiir den jeder Unterraum beziiglich der Spurtopologie normal
ist. Seien A; und Ay Teilmengen von X mit A; N Ay = () und A; N Ay = (. Zeigen Sie,
dass es offene Mengen O und Oy gibt mit Ay C O1, As C O und O1 N Oy = 0.

Tipp: Nutzen Sie aus, dass der Unterraum X \ (A1 N A3) normal ist.

Losung: Setze Y = X \ (A1 NAs). Esist Y # (), da anderenfall A; N Ay = X wiire, woraus
mit der Voraussetzung A; = As = () folgt, ein Widerspruch. Die Mengen B; :== A; NY und
By == Ay NY sind relativ abgeschlossen in Y und es ist By N By = () nach Wahl von Y.
Da Y normal ist, gibt es somit relativ offene Teilmengen O; und Oy von Y mit By C Oy,
By C Oz und O1 N Oy = (). Da Y offen ist, sind O; und O3 offene Mengen in X. Zudem ist

A1:A1\Z2C21\Z2231C01

und analog dazu As C Os. Die Mengen O und O haben also alle verlangten Eigenschaften.

Bemerkung: Es gilt auch die Riickrichtung. Genauer: Gibt es zu je zwei Mengen A;
und Ay mit A; N Ay = @ und A; N Ay = 0 offene Mengen O; und Oy mit A; C Oy,
Ay C Oy und O1 N Oy = 0, so ist jeder Unterraum Y von X normal. Seien namlich
A1 C Y und As C Y relativ abgeschlossene Teilmengen von Y, d.h. A; = Y N A} und
As =Y N A} mit abgeschlossenen Teilmengen A} und A) von X. Dann ist A; C A} und
somit A1 N Ay C A{NY N Ay = A1 N Ay = (). Ebenso folgt A1 N Ay = (. Also sind A
und Ay voneinander getrennt. Es gibt nach Voraussetzung also offene Mengen O] und
O}, mit Ay C O}, A2 € O) und O} N O} = (). Dann sind die Mengen O; := O} NY und
Oy = 05NY relativ offen in Y und es gilt A; C O1, A3 C Oz und O1 N O3 = (). Wir haben

nachgewiesen, dass Y normal ist.
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