Prof. Dr. W. Arendt

. Robin Nittka
UNIVERSITAT ULM Wintersemester 2008/09

’ Gesamt: 21 Punkte ‘

Losungen zur Funktionalanalysis Blatt 7

25. Sei E ein reeller oder komplexer Vektorraum und a eine symmetrische Sesquilinearform
auf E. Zeige:
(a) Fir K =R ist
ar+y,r+y —alr—y,r—y
a(z,y) = ( ) —a( )7

4
und fur K = C ist

alz +y,x+y) —alx —y,x—y) +ialr + iy, +iy) —ia(z — iy, x — iy)
4

fiir alle z,y € E. (2)
Bemerkung: Man nennt dies die Polarisationsgleichung.

Losung: Wir behandeln nur den Fall K = C. Der reelle Fall ist dhnlich, aber
einfacher. Durch Ausmultiplizieren und Ausnutzen der Sesquilinearitit sieht man,
dass die rechte Seite gleich

a(xay) =

2a(x,y) + 2a(y, x) + 2ia(x,iy) + 2ia(iy,z)  a(z,y) +a(y, z) + a(z,y) — a(y, x)

4 9
= a(z,y)

ist.
(b) Sind a und b symmetrische Sesquilinearformen auf F mit a(x,z) = b(x, z) fir alle
x € FE,soist a=b. (1)

Losung: Nach Voraussetzung stimmen die rechten Seiten in obigen Gleichungen fiir
a(x,y) und b(x,y) tberein. Also ist auch a(x,y) = b(z,y) fir alle z,y € E, was
gerade a = b bedeutet.

(c) Firallez,y € Fist a(r +vy,z+y) +alz —y,x—y) =2a(z,z) + 2a(y,y). (1)
Bemerkung: Man nennt dies die Parallelogrammgleichung.

Losung:

a(r+y,z+y) +alr—y,z—y)=2a(z,z) + 2a(y,y) + a(z,y) + a(y,r) — a(z,y) — a(y,z)
= 2a(z, ) + 2a(y,y)

(d) Seien Hy und Hj Prahilbertraume. Eine lineare Abbildung T': Hy — Hs heifst uni-
tar, falls sie bijektiv ist und (Tz|Ty) = (zly) fir alle z,y € H; gilt. Zeige, dass
eine lineare Abbildung T': Hy — Hs genau dann unitér ist, wenn sie surjektiv und
isometrisch ist! (2)

Losung: Sei zuerst T' unitar. Dann ist T insbesondere bijektiv und damit surjektiv.
Zudem gilt
2 2
1T\, = (T2[T) g, = (@|2) gy, = ],

nach Definition der Unitaritat. Also ist T isometrisch.

Sei nun T isometrisch und surjektiv. Sind z,y € H; und Tz = Ty, dann folgt

[ = yllg, =T =Yg, = 1Tx = Tylly, =0,



also ¢ = y. Dies zeigt, dass T injektiv ist, also insgesamt bijektiv. Fir die sym-
metrischen Sesquilinearformen a(x,y) := (z|y) und b(x,y) := (Tx|Ty) gilt nach
Voraussetzung a(z, z) = b(z, z) fiir alle x € Hy. Also ist

(zly) = a(z,y) = b(z,y) = (Tz|Ty)

flir alle z,y € Hy, woraus folgt, dass T" unitér ist.

26. Sei H ein Prahilbertraum und M = {e, : « € I} eine Menge von orthonormalen Vektoren.
Zeige, dass M linear unabhéngig ist!

Losung: Eine Menge heifit linear unabhéngig, wenn alle ihre endlichen Teilmengen linear
unabhéngig sind. Sei also {e1,...,en} C M eine N-elementige endliche Teilmenge von M
und seien A\, € K so, dass Z,]le Arer = 0 ist. Dann folgt fiir jedes £ € {1,..., N}

=

0= (0le)) =Y A (exlee) = A,

k=1

also Ay = 0 fiir alle £. Es gibt also keine nicht-triviale Linearkombination der 0, was definiti-
onsgeméf bedeutet, dass {ey, ..., ex} linear unabhéngig ist. Also ist M linear unabhéngig.

27. Sei H ein Prihilbertraum und M C H. Zeige, dass dann M+ = (span M)J‘ gilt!

Losung: Die Inklusion (span M )L C M ist klar: Steht ein Vektor senkrecht auf jedem
Vektor in span M, so insbesondere auch auf jedem Vektor in M. Sei nun also z € M belie-

big. Es ist zu zeigen, dass (z]y) = 0 fiir alle y € span M gilt, da dann x € (span M)J‘ folgt.
Sei zuerst y € span M, also y = Y, agpmy mit my, € M. Dann ist wegen Sesquilinearitét

(wly) =D (xlmy) =Y _a@x-0=0.
k=1 k=1

Ist nun y € span M, so gibt es y, € span M mit y,, — y. Wegen Stetigkeit folgt
(z]ly) = lim (z|yn) = lim 0=0.
n—oo n—oo

Die Behauptung ist damit gezeigt.

28. Sei m: R — K eine Funktion mit der Eigenschaft, dass fiir alle f € Co(R) die Funktion
fm in Cp(R) liegt. Hier bezeichnet Cy(RR) den abgeschlossenen Teilraum von C(R), der
aus den Funktionen besteht, die bei co und bei —oo gegen 0 konvergieren. Zeige, dass m
dann stetig und beschriankt ist!

Losung: Die Stetigkeit von m ist leicht zu sehen. Zu n € IN definiere

l‘+(n+1), l‘E[-?’L—l,—?’L],

17 T e (7’”’ TL),
gn(x) ==

—x+(n+1), z€[nn+1],

0, sonst.

Man prift einfach nach, dass g, € Co(R) gilt. Nun stimmt aber g,m auf (—n,n) mit m
iiberein und ist nach Voraussetzung stetig. Also ist m stetig auf jedem Intervall (—n,n),
und somit auch auf ganz R.

Betrachte nun den Operator Tp,: Cop(R) — Co(R), der durch T,,f := mf definiert ist.
Offenbar ist T, linear. Wir priifen nach, dass T;, auch abgeschlossen ist. Sei dazu also

(2)

(2)

(4)



29.

(fn) eine Folge in Co(R) mit der Eigenschaft, dass (f,,) gegen f € Co(R) und (7'f,) gegen
g € Co(R) konvergiert. Inbesondere gilt dann f,(z) — f(z) und m(z)f,(x) — g(z) fir
alle x € R. Weil aber selbstverstandlich auch m(z)f,(x) — m(x)f(z) gilt, folgt mit der
Eindeutigkeit von Grenzwerten in K unmittelbar (7, f)(xz) = m(z)f(x) = g(z) fiir alle
x € R, also T;,, f = ¢g. Nach dem Satz vom abgeschlossenen Graphen ist T}, beschrankt.

Wegen ||gnllco = 1 gilt also

sup |m(z)] = sup |(Tngn)(@)| < [Tmgnlloc < [ Tmllllgnlloc = [ITml

z€[—n,n] z€[—n,n|

fiir jedes n € IN und daher ||m|oc < |||l Also ist m beschrankt.

Seien X und Y Banachrdume. Wir sagen, dass T € Z(X,Y) abgeschlossenes Bild hat,
wenn die Menge RgT := T'(X) abgeschlossen ist. Definiere

R(X,Y):={T € £(X,Y): T ist injektiv und hat abgeschlossenes Bild}

Zeige:
(a) Fir T € £(X,Y) sind dquivalent:
(i) Es gibt ¢ > 0 mit ||Tz| > c||z| fiir alle z € X.
(i) T eR(X,Y).

Losung: Es gebe ¢ > 0 mit [|[Tz| > c||z|| fir alle z € X. Ist  # 0, so folgt also
|ITz| > 0 und daher Tz # 0. Daher ist KernT' = {0}, also T injektiv. Sei nun (y,)
eine Folge in Rg T, die gegen y € Y konvergiert. Es ist zu zeigen, dass y wieder in
Rg T liegt. Nach Definition des Bildes gibt es eine Folge (z,,) in X mit y, = Tz),.
Zudem gilt

1 1
[Zn — Zm|| < E”T(xn — )| = EHyn — Yml||-

Weil (y,,) konvergent ist, ist es insbesondere eine Cauchy-Folge. Daher ist auch (z,)
eine Cauchy-Folge, wie man aus obiger Abschétzung sieht. Also konvergiert (z,)
gegen einen Grenzwert © € X. Wegen Stetigkeit konvergiert dann (T'z,) = (yn)
gegen T'x. Also ist wegen Kindeutigkeit des Grenzwerts T'x = y und insbesondere
y € RgT. Wir haben gezeigt, dass RgT abgeschlossen ist. Insgesamt ist also T' &€
R(X,Y).

Sei nun 7' € R(X,Y). Der Fall X = {0} ist trivial. Im Folgenden diirfen wir nun
also X # {0} angenommen. Definiere U := RgT C Y. Dann ist T: X — U stetig
und bijektiv. Nach Voraussetzung ist U abgeschlossen in Y, also wieder ein Ba-
nachraum. Nach dem Satz iiber die beschrénkte Inverse gibt es also einen Operator
S e LU, X) mit ST = Ix und T'S = I;. Offenbar ist S # 0, also S]] # 0. Zudem

1st

]l = [1ST=[| < [|S[[[T]|
fir alle x € X. Setzt man nun ¢ := ﬁ > 0, so zeigt dies [|[Tz| > c||z| wie
behauptet.

(b) R(X,Y) ist eine offene Teilmenge von .Z(X,Y).
Losung: Sei T' € R(X,Y) beliebig und ¢ > 0 so gewéhlt, dass ||Tz|| > cr||z|| fir
alle z € X gilt. Setze ¢ :== . Ist nun S € Z(X,Y) und [|S — T < ¢, so folgt

[Sz]| = | Tz]| = [[Sz = Tx|| = erllz]| - elle]| = es]|].

mit cg 1= cp —e = % > 0. Nach dem vorigen Aufgabenteil ist dann S € R(X,Y).
Wir haben also gezeigt, dass B(T,e) C R(X,Y) gilt, also jeder Punkt von R(X,Y)
bereits innerer Punkt von R(X,Y) ist. Das bedeutet gerade, dass R(X,Y) offen ist.



(c¢) Ist dim E < oo, so liegt eine lineare Abbildung T': E — Y genau dann in R(E,Y),
wenn sie injektiv ist.

Losung: Ist T in R(E,Y), so ist T' nach Definition injektiv.

Ist aber T' eine beliebige injektive lineare Abbildung von E nach Y, so ist T laut
Aufgabe 17(b) stetig, also T' € Z(F,Y). Es muss nur noch gezeigt werden, dass
Rg T abgeschlossen ist. Offenbar ist Rg 7" endlich-dimensional; fiir eine Basis (e,,))\_,
von F ist ndmlich (Ten)ﬁl:l ein endliches Erzeugendensystem von Rg T und genauer
gesagt sogar eine Basis. Laut Vorlesung sind endlich-dimensionale Réume vollstandig
und vollstdndige Unterrdume stets abgeschlossen. Daher ist RgT' abgeschlossen in

Y. Wir haben T' € R(E,Y) gezeigt.



